﻿TOPOLOGIE VOLUM E II Ediție nouă, revizuită aud iiugnieiiled K KU R L LA WS K I Profesor de Mărime, Universitatea din Varșovia PRESA ACADEMICA NEW YORK ȘI LONDRA PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAfJKOWE WARSZAWA K K u R A T O V S K I TOPOLOGIE volum Traducere din engleză M Ya Antonovski EDITURA "MIR" Moscova UDC , Monografia lui Kazimir Kuratowek, cunoscut om de știință, vicepreședinte al Academiei de Științe a Republicii Populare Polone, membru străin al Institutului de Literatură al URSS, este un fenomen remarcabil și în literatura matematică Este cea mai completă și mai ușor de citit lucrare, acoperind majoritatea secțiunilor topologiei generale moderne Monografia a trecut prin trei ediții în limba franceză În ultimii ani, textul cărții a fost revizuit semnificativ de către autor Traducerea primului volum al ediției noi, corectate și mărite a fost publicată în >C> (editura "Mir") și a fost foarte apreciată de comunitatea științifică sovietică Cartea va fi de interes pentru toți matematicienii, de la studenți la specialiști, deoarece metodele topologice au pătruns acum pe scară largă aproape toate ramurile matematicii Colegiul editorial al literaturii în științe matematice Ind - - - CUVÂNT ÎNAINTE LA AL DOILEA VOLUM Acest volum este unul cu primul Conform planului prezentat în prefața primului volum, capitolul este dedicat spațiilor compacte, capitolul spațiilor conectate, capitolul spațiilor conectate local și capitolul retractărilor, retractărilor de cartier și altor probleme conexe (de exemplu , homotopie) Ultimele două capitole sunt de natură mai specializată: capitolul este consacrat unor probleme de partiţionare a sferei asociate noţiunii de comotopic, iar capitolul este consacrat topologiei planului Capitolul , care se ocupă de teoria grupurilor, este de natură auxiliară, dar unele dintre rezultatele prezentate în acesta sunt importante din punct de vedere topologic; de exemplu, este de interes să studiem spațiile care sunt contractibile în raport cu un cerc și grupul de măsuri integrale definite pe submulțimi deschise ale unui spațiu dat Unele paragrafe pot fi omise fără a aduce atingere înțelegerii a ceea ce urmează Așa este, de exemplu, § , care este dedicat teoriei dimensiunii și este o continuare a §§ - din volumul Totuși, autorul consideră că frumusețea deosebită a acestei teorii și a metodelor folosite în ea este o justificare suficientă pentru includerea sa în monografie Același lucru este valabil și pentru § , dedicat teoriei curbelor Mai mult, § , care se ocupă de teoria spațiilor ireductibile și a spațiilor indecompuse, ocupă o poziție oarecum izolată în acest volum Cu toate acestea, recent, aceste întrebări au câștigat interes datorită lucrării lui Bing, Moise și alții (unele dintre rezultatele lor sunt menționate în anexa la ediția franceză a acestei cărți) Edițiile în engleză și rusă diferă esențial de cele franceze prin faptul că spațiile metrice separabile nu sunt obiectul principal de studiu în ele Ele au fost înlocuite (unde este posibil și adecvat) cu spații topologice mai generale Aceasta se face, de exemplu, în §§ - (pe spații compacte), rescris, în §§ , (pe spații conexe), în §§ , Introducere în al doilea volum (pe spații conectate local) Un număr de declarații noi au fost adăugate în diferite părți ale cărții; anexa disponibilă în ediția franceză este dizolvată în textul principal La sfârșitul cărții există o bibliografie extinsă care conține monografii și manuale de topologie cunoscute Îmi exprim profunda recunoștință colegilor care m-au ajutat în pregătirea acestei monografii Dintre cei pe care i-am amintit în prefața primului volum, vreau să mulțumesc încă o dată lui R Epgelkipg și lui Pann Karlovich De asemenea, sunt profund îndatorat profesorilor Hilton, Vednarek și Delek și Dr Kprkor pentru comentariile utile Îi sunt recunoscător în special profesorului M Ya Antonovsky pentru marea muncă pe care și-a asumat-o în traducerea acestui volum în limba rusă De asemenea, Mio dorește să mulțumească editurii Mir pentru publicarea Topologiei mele K Kuratovsky CAPITOLUL COMPACT SPAȚII i § Compactitate I Definiţii Condiții Borel, Lebesgue, Riesz, Cantor și Bolzano-Weierstrass Lema lui Alexandru În § , VII, vol , s-a dat următoarea definiție: Definiția I ) - Se spune că un spațiu topologic T este compact dacă îndeplinește următoarea condiție (numită condiție Borel-Lebesgue )): (I) fiecare capac deschis conține o subcopertă finită Cu alte cuvinte, dacă unde Gt este deschis t pentru fiecare t £ T (mulțimea T este arbitrară), atunci există un sistem finit t}, , tn astfel încât UUG/ Definiția Un spațiu topologic T se spune că este numărabil compact dacă îndeplinește următoarea condiție (numită condiție Borel )): (!') fiecare capac deschis numărabil conține o subcopertă finită În mod evident, un spațiu compact este numărabil compact, în timp ce inversul nu este adevărat (acest lucru poate fi văzut din exemplul spațiului numerelor ordinale a (adică, pentru fiecare pereche t\ și t ,), că t Condiția Borel (!') este echivalentă cu următoarea condiție Cantor [ ]: ( ') dacă Fn - F "=/=" pentru n - , , și F^ F zz atunci Ft A F r) =/= Implicația ( '):Φ( ') a fost derivată în § , V (remarca la Teorema ) Pentru a arăta că ( /)=>( /), să presupunem că ipotezele condiției ( ') sunt îndeplinite Fie /r, , /r,n un sistem finit arbitrar de numere întregi pozitive și / să fie cel mai mare dintre ele Apoi Fk D) D) D,;! = F/ =/= Setăm Gn - ■%' - T'n Atunci Gkt U ■ • • U Gkin =/= A', iar, conform (!'), rezultă de aici că =/= Observație Este ușor de observat că condiția ( ) poate fi exprimată după cum urmează folosind simboluri logice: Să fie dată o familie { φn | (x) și mulțimile Φφο(x) sunt închise, atunci (ii) L Vfn(x) = V LFya W- p XX p În mod echivalent: dacă φn(x)=^ £ T - A există o mulțime deschisă G astfel încât HGc St' - A Capitolul Spații compacte Deoarece Γ este o (proprietate 'ІІІІР'гРаі ), atunci pentru fiecare punct x e A există o pereche de mulţimi deschise Ux şi /A astfel încât bțUx, x£Vx și UXT\VX = Q În consecință, familia mulțimilor A P V x, unde x e A, este un capac deschis al mulțimii A (considerată ca spațiu) Deoarece A este compact, există o mulțime finită de puncte A'i, , xn, astfel încât A \u d (L p Vx,) și și (L p VXp), adică A c VX și și V v Punem G = Ux, P • • • P Ux ■ Mulțimea G este deschisă și fie Ga T-A Teorema Fiecare submulțime închisă a unui spațiu compact este compactă Dovada Fie F = F a G și {GJ, t ⊂ T, o acoperire a lui F și mulțimile Gt să fie deschise față de F Atunci există o mulțime deschisă (în raport cu Γ) Hb astfel încât Gt = F ∩ Ht În consecință, familia de mulțimi ІЦ, unde t → T, cu mulțimea adăugată II - Г - F este o acoperire deschisă de Г Deoarece G este compact, există un sistem de indici finiți , tn, astfel încât AG = H U Htl U ••• (JDeci, F=Gti{] UG/n Teorema Fiecare ^-spațiu compact este normal Această teoremă este o consecință imediată (folosind teorema ) a următoarei leme Lema Fie A și B două submulțimi compacte disjunse ale spațiului Γ și fie R o familie de mulțimi deschise astfel încât pentru fiecare pereche de puncte A și b^B să existe o mulțime G e R astfel încât tifG și b e G Atunci R are un sistem finit unde și j = , , mk, astfel încât ( ) Bs(s!p nG,yu U(G*n DGy Și ( ) fin [(Gin cigLJu U(G?n nGlft)] = O Dovada Fie un £ A un punct dat Pentru fiecare punct b notăm cu G(b) un element din R astfel încât a e G(b) și b arici - G(b) Deoarece familia de mulțimi {-G - G(b)}, !$ Compactitate unde b e B, este un capac deschis al unei mulțimi compacte B, atunci există o mulțime finită (blt , br), unde r = r(o) depinde de a, astfel încât Sunt cu [ "g-sta și și [ g-sta= \u d ^-[C(/j)P P G (jz)] Cu alte cuvinte, presupunând Hi (a)=G (&,), , nr(a)=G(br) și H (a)= R,(a)P P Hg(a), obţinem a £ H (a) şi B P //[(") A f} Hr(a) = Prin urmare, {H(a)}, a > A, este o acoperire deschisă a mulțimii compacte A Astfel, există o acoperire finită H(a{), , H(ak) a mulțimii A Punând Glj = lij(ai) și ipi = r(a ), obținem formulele ( ) și ( ) Observație I Un spațiu compact nu trebuie să fie nici ereditar normal, nici perfect normal Aceasta rezultă din următoarele afirmații: (i) există /[-spații complet regulate care nu sunt normale (vezi § , II); (ii) fiecare (/[-spațiu) complet regulat este homeomorf unei submulțimi a unui spațiu compact (vezi § , V, Teorema ); (iii) fiecare spațiu perfect normal este ereditar normal (vezi § , VI) Corolar Fie Ai, , A, n un sistem finit de submulțimi compacte ale unui ^-spațiu I Fie R, în conformitate cu ipotezele noastre anterioare, o familie de mulțimi deschise cu următoarea proprietate de separabilitate: dacă ( ) LHPL = , x e Ar și y e As, atunci există G G R astfel încât ( ) x e G și y (^ G Atunci R conține o familie finită R* cu proprietatea de separabilitate menționată Dovada Dacă n = , atunci corolarul decurge direct din lemă sub ipoteza că R* este familia tuturor mulțimilor G/ În consecință, dacă A, Aφ = , atunci există o familie finită Rrfic > R astfel încât pentru fiecare x > Ar și y £ Cum există GtzRr s satisface ( ) Capitolul Spații compacte Lăsa /?' - unirea tuturor /?r, " astfel încât Λ Λ L , = ; atunci /?* este familia necesară Corolarul Fie EE un ^-spațiu compact cu o bază deschisă numărabilă Atunci T este metrizabil După teorema , spațiul ^ este normal, iar după teorema de metrizare a Urysoia (vezi § , II, Teorema ), fiecare ^-spațiu normal cu bază numărabilă este metrizabil Observația După definiția normalității, dacă mulțimile A și B sunt închise și nu se intersectează, atunci există mulțimi deschise care se intersectează G și II astfel încât ( ) L cu G și B cu H Dacă spațiul este compact, atunci această afirmație poate fi întărită după cum urmează Corolarul Să existe un ^-spațiu compact și să fie B baza lui deschisă Fie, în continuare, Bx o familie de uniuni finite ale elementelor B Dacă mulțimile A și B sunt închise și nu se intersectează, atunci există mulțimi care nu se intersectează G e BS și HTB care satisfac ( ) Dovada După teorema spațiul , ^ este normal Prin urmare, există seturi disjunctive deschise Go și / satisfăcătoare ( ) Deoarece B este o bază deschisă a lui EE, există o acoperire a mulțimii A constând din elementele lui B conținute în Go și, deoarece A este compact, această acoperire poate fi presupusă a fi finită Notăm cu G unirea elementelor acestui înveliș Mulțimea H este definită în mod similar Corolarul Fie EE un ^[-spațiu perfect normal compact Fie mulțimea G deschisă și mulțimea E închisă Atunci există două secvențe infinite G[, Gn, și H[, H astfel încât ( ) G = U Gn, Gn C Gn+l, Gn £ Bs, P tl ( ) F-RHn, Hn^>H^[, nn£Bs n (unde Bs este același ca în Corolarul ) Dovada Deoarece EE este perfect normal, rezultă că G = E|UE ll unde /•'" sunt închise Definim Gn prin inducție după cum urmează Deoarece Ft este compact, există GjEZ^ , jȘ Compactitate astfel încât F^ciG' și G|C G Din moment ce | compact, există Gn ^ Bs astfel încât (Fn UG" |) c Gn şi G"czG Prin urmare, ( ) este satisfăcută Pentru a demonstra ( ) reprezentăm F sub forma F = Qj П Q А • • unde Qn sunt deschise Fie mulțimea H\ ⊂ B astfel încât FaH și, în general, fie Teorema Dacă un spațiu compact are o bază deschisă numărabilă, atunci familia de mulțimi care sunt închise și deschise simultan este numărabilă Dovada Fie D, D, o bază deschisă a spațiului luat în considerare Pentru o mulțime deschisă dată G punem G = Rk, U Rk, U •••• Dacă G este închis, atunci avem G = ?^ J U pentru un n Punem o(G) = ( /;, , , /?") Deoarece a(G)#=a(Gi) pentru G=#Gb și mulțimea tuturor sistemelor finite de numere întregi pozitive este numărabilă, se demonstrează teorema Teorema Fie ' = L OD unde L şi B sunt compacte', atunci 'F este compactă Dovada Fie {GJ o acoperire a T Deoarece A și B sunt compacte, există două sisteme finite u, , un și u, , ѵ, ", astfel încât /IcG'^U UGn și BcGO|U UGpm Prin urmare ?/ , p ] Cf Sikorsky [ , p , notă] Cf și § , IV (cazul spațiilor metrice complete), Capitolul Spații compacte Vom efectua demonstrația prin inducție Fie n^I Deoarece LD nu este nicăieri dens și G,[ I=# (prin presupunere), există o mulțime deschisă //n astfel încât Hc Gn { - N,r Deoarece spațiul A' este regulat (prin teorema ), există o mulțime deschisă Gn astfel încât Q=/=Gna Un Din aceasta rezultă formula ( ) În consecință, prin proprietatea Cantor (I( ')) avem Π Op = Aceasta rezultă ( ), deoarece P = I oo oo °° (Y) n OPS n (G - Nn) - G - U Nn = GE n~ I n - n = Următoarea afirmație va fi folosită mai târziu Corolarul Să fie un spațiu compact perfect normal Fie B o bază deschisă & și A un Pn-set Apoi există o secvență GI( G , în B astfel încât (I) Lsis, P ( ) UG"czUG"UĂ p p Dovada Sa punem ( ) A = Г u/? u unde Fk - Fk Fie, în conformitate cu ( ) ( ) H=HiP/ P , unde Hk sunt deschise și Hk+]czf[k Prin urmare, FkcHk și, deoarece Fk este compact, există un sistem de mulțimi finite G?, , G(tm)/e în B astfel încât ( ) Fk cu Gi U UG^k și G^Hk pentru imk Să aranjam mulțimile G?, unde k~\, , , într-o succesiune infinită GI( G , Să arătăm că sunt îndeplinite condițiile ( ) și ( ) Relația ( ) este o consecință directă a ( ) și ( ) Pentru a demonstra ( ), considerăm un j>k arbitrar pentru un /r dat Conform ( ) și ( ), G'i cz Hj cu Hk, de unde Ga cl Hk $ Compact ii pentru n suficient de mare Prin urmare (Gn (JG,HU •) c: Hk și, în consecință, n ^ -! şi czHk, de unde n Gn u Gn+ U cu Π^ = A; rt^I k^l ( ) rezultă din aceasta în virtutea relației (vezi § , III ( )) Ug" = şi Gп şi n G"UG" + IU p p p OBSERVAȚIA Condițiile apărute în definițiile de ^-spații, spații regulate și complet regulate pot fi întărite în felul următor cu ajutorul noțiunii de compactitate (i) Dacă T este un ^-spațiu și A, B sunt două submulțimi compacte disjunse ale spațiului A', atunci există două mulțimi deschise disjunse G și H astfel încât AcG și B și B Aceasta rezultă din lemă la teorema (ii) Dacă A' este regulat, A este compact, F este închis și A ∩ F este O, atunci există o mulțime deschisă G astfel încât A A astfel încât f(x) = O pentru x e C și f(x)=l pentru x e F Dovada Deoarece spațiul Τ este complet regulat, pentru fiecare punct p £ C există o mapare continuă fp; LA -> A astfel încât /p(p) = și /p(x) = pentru x e F Notăm cu intervalul ^/ Y este o mapare continuă pe Fie {GJ o acoperire deschisă a U Atunci {/ I (G/)} este o acoperire deschisă a spațiului Deoarece T este compact, există /b , astfel încât -G -= Г' (G,)U U/■■■ (G/J, de unde iY = G(, U • ■ • U Gt,- Teorema Orice mapare continuă a unui spațiu compact într-un spațiu J\ este o mapare închisă Dovada Fie maparea /: compactă și continuă Lasă setul FC V să fie închis De Teorema II, , mulţimea F este compactă În consecință, după teorema mulțimea /'(/·') este compactă și, prin urmare, după teorema , , este închisă (deoarece Y este un ^-spațiu) TEOREMA Fiecare mapare unu-la-unu și continuă a unui spațiu compact într-un spațiu ^ este un homeomorfism Această teoremă rezultă din teorema , deoarece fiecare mapare închisă unu-la-unu este un homeomorfism (vezi § , XIII) Teorema '- poate fi generalizată după cum urmează Fie dat o mapare f: R' -> Y; notăm cu Β mulțimea acelor valori ale lui f care sunt luate exact la un punct x > Γ, adică //€ (//) este format dintr-un singur punct] Teorema Fie Τ compact, Y un ^-spaţiu, iar harta f: λ' -> Y continuă Atunci restricția f \f~' (B) este un homeomorfism Aceasta rezultă din faptul (vezi § , XIII, Teorema I) că dacă harta f este continuă și închisă, atunci pentru orice CcrY restricția g - f\f~'(C) este închisă (și dacă C = B, apoi g , evident, unu-la-unu) ff Compactitate U OBSERVAȚIE Presupunerea că spațiul A' este compact este esențială Astfel, de exemplu, r = e, x este o transformare continuă unu-la-unu a spațiului Spațiul Y se obține din T prin înlocuirea punctului cu punctul este determinată de condițiile: /(x) = x pentru x=#= și / ( )= Maparea g: Y -* r este definită după cum urmează: pentru x ST , £(x) = | y- pentru un homeomorfism al mulțimii δθθ - F pe mulțimea Y - (// ) Și anume, spațiul Y este spațiul de partiție (cu topologie de coeficient, vezi § , I) al spațiului Γ, care constă din mulțimea F și submulțimile de un punct ale spațiului F - F (Deci, Y se obține din F prin "identificarea" punctelor aparținând lui C ) Dovada Evident, partiția luată în considerare este semicontinuă superioară (oricare ar fi pi spațiul F), adică pentru fiecare mulțime închisă cJ unirea tuturor elementelor partiției care intersectează A este închisă De aici rezultă (prin Teorema din §§ , ) că nici micimea lui F atrage normalitatea U Din moment ce pro spațiul Y are o imagine continuă de F (prin Teorema , § , II) ') Vezi Kuratopskii [ | Dar pentru aceste întrebări vezi și de Groot ( | ' Pentru metrica D' cf Teorema din § , IV * Capitolul Spații compacte atunci este un spațiu compact (prin teorema ), iar demonstrația este completă Corolarul a Fie Y un ^-spațiu compact și G c: YT o mulțime deschisă Apoi există un ^-spațiu Y (compact) și o mapare continuă f: UT->Y astfel încât f IG este o mapare unu-la-unu a lui G pe Y Dovada Fie a £ G un punct fix; punem în teorema F = (a)(J(yT-G) Observația Să acordăm atenție următoarelor proprietăți ale mapărilor continue ale spațiilor compacte (sau, mai general, mapărilor continue închise ale spațiilor topologice) Fie YT compact, Y un ^-spațiu și f: > / afișaj continuu pornit Următoarele afirmații sunt adevărate: (i) dacă V st Y, atunci V s (ii) dacă V U V Y, F'(Vi) și f~'(V ) sunt separabile, atunci V] și V - Dovada, (i) Avem Vcf'(V) ), apoi mulțimea EDf(-C Y)-x y Într-adevăr, E Vph(x, y) este proiecția lui Eph(x, y) pe axa £' a lui X y x, y (vezi § , V, Teorema ) Observație În aceeași direcție, este valabilă următoarea afirmație (datorită lui Wallace) ) Fie A' și U două spații topologice (arbitrare), A și B două submulțimi compacte în UT și respectiv Y și U o submulțime deschisă în UT X Y care conține A X B Atunci există două submulțimi deschise G și H ale spațiilor UT și Y, astfel încât A cu G, BCH și GX H cU Ca o aplicare a Corolarului Іb, luați în considerare următoarea afirmație ') Vezi Kelly [ ] Capitolul Spații compacte Corolarul s Fie SC compact și perfect normal, Y fie un ^^-spațiu și fie f: SB -> Y continuu Atunci mulţimea Bf de puncte x astfel încât ( ) (-r' ^ x) = M/ (x') ^ / (x)], este un C-set Dovada Conform ( ), Bt = E D {[/ (x) = / (x')] => X X' =>(x = x')} Deoarece mulțimea E (x) = f(x')] este închisă (vezi § , IV, Teorema ), atunci mulţimea punctelor (x, x') care satisfac condiţia dintre paranteze { } este o mulţime Oi (uniunea mulţimilor deschise şi închise) De aici rezultă că Bf este, de asemenea, un ( ,^-mult Observația Presupunerea că Y este compact, făcută în Corolarul Ia, poate fi înlocuită cu o ipoteză mai slabă: Y este unirea unei secvențe numărătoare de mulțimi compacte: îy='KIUH U Într-adevăr, dacă S - (J /<> IJ , unde B[= B^BC X Y, atunci avem V y, unde Y este un ^-spațiu compact Maparea f este continuă dacă și numai dacă mulțimea [ = E(// = /(x)) este închisă (n X Y) X y Dovada Necesitatea acestei condiții a fost demonstrată în § , V (Teorema ), deoarece Y este un ^-spațiu Pentru a-i demonstra suficiența, să presupunem că /' = B se Y Trebuie să arătăm că (B) este închisă în SC (Conform teoremei , este suficient să arătăm că mulțimea f~'(B) este proiecția mulțimii I f](^' X /;) - E (y ~ I(x))(y £ B ) pe X y Compact 'LL , '-axa Io asta rezultă din relația evidentă |x /' (HI -=- l/WG'l - V(//==/'(A'))M /•') V Observaţia Fără presupunerea că spaţiul Y este compact, teorema încetează să mai fie adevărată, după cum arată următorul exemplu: ?' = T astfel încât Vt este o acoperire Deoarece T este compact, avem ( ) G, = G] U • • • UGn, unde Gt Vt, adică Gt, c ^U pentru i C n Conform ( ), rezultă că U = U E (V e = E V (V € Gz) = E (*' și GJ = i ii ii ii \u d E (Ve - ^) \u d s În consecință, U conține o acoperire finită a spațiului h Astfel, putem presupune că, oricare ar fi t (zT, Vt nu este o acoperire a Tz Aceasta înseamnă că există un J£ astfel încât ( ) adică \, G ■) Tihonov [ ] Pentru alte dovezi ale teoremei lui Tihonov, vezi Alexandru [ |; cehă [ , p ]; Frink și Chevalley [ ]; Takki [ ]; Bourbaki [ , Cap I, § , pct ] fȘ Compactitate Deoarece U este o acoperire de și U devine A, există o pereche (t, G) astfel încât Dar aceasta este în contradicţie cu relaţiile ( ) şi ( ), deoarece Consecinţă Următoarele proprietăți ale spațiului Și? echivalent topologic (i) K este un ^spațiu complet regulat, (ii) T este o submulțime a cubului generalizat D' "; (iii) este o submulțime a unui ^-spațiu compact Dovada Implicația (i)=>(ii) are loc conform § , V (Teorema ); (ii) => (iii), deoarece /k,i este un D^-spațiu compact prin Teorema și § , V (Teorema ); (iii)=>(i), deoarece fiecare ^-spațiu compact este, după Teorema , II, normal și, prin urmare, complet regulat, iar ultima proprietate este ereditară (§ , I, Teorema ) Teorema implică următoarele ') Teorema Fie ( ', X, spectrul invers (vezi § , XIII, p ), iar Xt compact pentru fiecare t e T Atunci limita spectrului invers Lim(Γ, X, f ), notat De asemenea Lim t [Xe fict}' este compact În plus, dacă X > pentru fiecare t > T, atunci această limită nu este goală Observaţia Putem demonstra următoarea teoremă interesantă* ) Fiecare ^-spațiu compact este limita spectrului invers Lim [Pt, unde Pt este un poliedru simplist (vezi § , p ) și f^ este o hartă simplială Pt -> Pti Adăugăm că fiecare poliedru Pt este un nerv al unei acoperiri finite deschise a spațiului NS (vezi § , p ) V Compactificarea spaţiilor ^ complet regulate Un spațiu compact Y se numește compactare a lui HC dacă Y' este homeomorf la o submulțime densă peste tot a lui Y De exemplu, / și sunt compactificări ale cf ') Vezi demonstrația, de exemplu, în cartea: Stprod și Eilepberg [ , Teorema ] ) Vezi Freidenthal [ ]; Pasynkov [ , p ]; Stpprod şi Eilepberg [!]■ G umil ■/ Compak gpye p/iosі/nііііі'tia În § , V (Teorema ) sa arătat că pentru orice structură D complet regulată Z' există un cub generalizat c/' " (pentru a potrivit) care este o compactare Mai precis, K ( F, unde ' , unde ' - (, este determinat de condiția: ( ) |D v)] (q ) ~ P (v) pentru fiecare (( £ Ф * Presupun ( ) În consecinţă, are loc o compactare a spaţiului T' (numită compactificare Stone-Cech ')) Vom vedea că această compactare poate fi privită ca maximă (dintre ^'Spatii)) Să notăm cu pr,p(iv) pentru iv£ proiecția lui iv pe axa φ-a, adică (vezi § , VIII) ( ) pr(| (iv) =- IV (f) Avem ( ) pірМ = S ' = pf r;o = prqn conform § , III ( ) asta implică Lema Fie maparea }: continuă Atunci funcția are o continuare continuă ]*: -> și anume f = prf Cu alte cuvinte, identificând A' cu (( £'), avem ( ) fc/*: ->D Lema poate fi generalizată după cum urmează ') Vezi Cech [(>], unde sunt date numeroase proprietăți ale lui RD'; Piatra M | ) Vezi și Wo tmen [І|; Sklyarenko [ , p ]; Epgelijng [I, p ]; de Vries [I|; Sklyarenko și Eigelijpig [I] S Compact Lema Fie T o mulţime arbitrară, iar maparea f: Y~ , '\a{ să fie continuă Identificăm Y cu \(Y) Atunci noi avem ( ) Y ->(t r)sel, unde [' este continuu Într-adevăr, notând coordonata t de la f la ft, obținem B -> , din care rezultă că compozitul o expresie f având f't ca coordonată i-i (vezi § , VIII ( )), satisface ( ) Teorema Fie Y un ^-spațiu complet regulat, Y un ^-spațiu compact și f: Y -> Y o mapare continuă Apoi, identificând y cu ^^'), avem ( ) f cz g: р Г-> /, unde g este continuu Dovada Deoarece Y este un C |-spațiu complet regulat, atunci (prin teorema a elementului II) poate fi considerat ca o submulțime a cubului (sP\^ pentru o mulțime adecvată T Astfel, f: Y(Pm)^ Aplicând relația ( ), punem g = r și py, Aceasta implică faptul că fag În sfârșit, g: pY -> Y, deoarece din continuitatea lui g și compactitatea lui Y rezultă că g( -T) = g( T) cu £(Y) = DL cu Y = Y Cometariu Compactificarea definită mai sus este maximă în sensul următor Pentru orice compactare dată Y a spațiului Y (unde Y este un ^-spațiu) există o mapare continuă pY în Y care este identică cu Y Ceea ce s-a spus este în esență o altă formă a teoremei anterioare Într-adevăr, fie h o încorporare topologică a spațiului Y în Y și hali: pY->Y Identificând x cu /?(x), obținem maparea necesară a lui pY în Y V) Legătura cu spațiile metrice Teorema I Fiecare spațiu metric compact este complet, complet mărginit și separabil Completitudinea spațiilor metrice compacte a fost dovedită în § , II Prin teorema I din § , IX, fiecare spațiu metric compact este complet mărginit și, prin urmare, separabil (prin Teorema din § , VIII) Teorema Un spațiu metric complet este compact dacă și numai dacă este total mărginit Capitolul Spații compacte Dovada Deoarece orice spațiu metric compact este complet mărginit (prin teorema ), trebuie să arătăm că spațiul LA este numărabil compact, în ipoteza că A' este complet și complet mărginit Fie A o submulțime infinită arbitrară a spațiului A' Conform I ( '), este suficient să arătăm că /Tz=# Deoarece spațiul A' este complet mărginit, avem A = F\l U U Fmn, unde și (F?) /> o hartă continuă pe Trebuie să arătăm că spațiul Y este metrizabil (compacitatea lui Y este un corolar al teoremei ) itemul III) Întrucât Y este normal (prin teorema a elementului II), rămâne de arătat (prin teorema de metrizare a lui Urysohn, vezi § , II, p ) că Y are o bază numărabilă deschisă Definim această bază după cum urmează Prin teorema , spațiul UK este separabil Prin urmare, conține o bază numărabilă deschisă /?[, /C, • • ■ • Fie S], S , succesiunea tuturor uniunilor finite ale mulțimilor /?; Să demonstrăm că familia de seturi ( ) Q" = /-f( "'-S"), n= , , este o bază deschisă a spațiului Y Fie deschisă o mulțime G cu Y și z/E G Să arătăm că există un n pentru care ( ) yțQn^G Într-adevăr, mulțimile f~'(y) și f~l(Y - G) sunt compacte și nu se intersectează, deci (datorită normalității CF) există n astfel încât ( ) f~l(y)cSn şi Snr'( /-G) = , adică Snc=r'(G) Prin urmare, Г' (У - ") gz г- - Sn cz Г' ~ ( V)) și, în consecință, Y - G - Sn) cKJ - (y), care dă relația ( ) Observația Teorema poate fi întărită după cum urmează Un ^-spațiu compact care este o imagine continuă a unui spațiu metric separabil este metrizabil ') Consecință Pentru Fiecare dintre următoarele condiții este necesară și suficientă pentru ca spațiul K să fie compact și metrizabil: ') Teorema lui Corson Vezi Michael E [ , p ] Vezi, de asemenea, Corson și Michael [ ] și Mishchenko [ ] Teoreme similare în care nu se presupune compactitatea și mapările (a spațiilor metrice) sunt presupuse a fi închise sau deschise, vezi A Stone [ ], Balapchapdran [ ] mier Produce de asemenea [I] treizeci Capitolul Spații compacte (i) homeomorf la o submulțime închisă a cubului Hilbert c'H- = (ii) T este o imagine continuă a discontinuumului Cantor 't? (presupunând că ^=#= ) Dovada Să presupunem că spațiul metric este compact Atunci este de asemenea separabil prin teorema lui Urysop (§ , II, Teorema ) compact și deci închis Pe de altă parte, dacă ,T = Y = Yc eM, atunci Y și, în consecință, T sunt compacte Dovada celei de-a doua părți a corolarului se reduce la a demonstra că dacă F (=#= ) este o submulțime închisă a lui e#, atunci F este o imagine continuă e%? şi h: -> g~'(F), atât continuu cât şi pa Prin urmare, și g°h' D > A este o mapare continuă pa Teorema (Teorema lui Weierstrass ) Orice funcție reală continuă f definită pe un spațiu compact AG este mărginită și atinge cea mai mare limită inferioară și superioară Aceasta rezultă din faptul că /( A este o submulțime închisă și mărginită a (prin Teorema , Secțiunea III, Teorema I, Secțiunea II și Teorema din această secțiune) Corolarul a Orice spațiu metric compact AG conține două puncte a și b astfel încât \a - b\ = b ( r) Aceasta rezultă din teorema din § și teorema , deoarece distanța este o mapare continuă a spațiului ΔΓ X ■"' în (Y Urmează de la ) Dacă A este compact, B este închis, iar A P c = , atunci p(A, B)> (presupunem că A = A = B) Dovada Este evident că p(A, B) = inf p( r, B) L Deoarece p(x, B) este o funcție continuă definită pe o mulțime compactă, există x astfel încât inf p( t, B) = p(x , B), iar din moment ce x e B, avem p( r , B)> Aceasta completează dovada Consecința c Fie {Ft}, unde t ⩾ T, o familie de submulțimi închise ale unui spațiu metric compact astfel încât Π ⩽ ; atunci există e> (numit coeficient <>■// Compactitate volumul ,'/al evadării sistemului {/■',}), astfel încât orice mulțime A de diametru (? continuu) Deoarece P P/dn = , avem Să presupunem că Δ P/·',=#= pentru fiecare і £T Fie xi astfel încât orice acoperire a spațiului T, format din seturi de diametru există > astfel încât ( ) |x - x'| ) (x, x') {[ I x - x' I [ I f (x) - / (x') I LFp+i(x, *') x' x' apoi, conform I (iii), A V (A Fn (x, x')"\ = V A GL Fn (* O) • X n \x' J n X \x' J Teorema ') Fie T un spațiu metric separabil Dacă este rară, atunci există o compactare metrică rară E Dovada Deoarece ,E este numărabil (vezi § , V), poate fi privit ca o submulțime de o/fE (spațiul tuturor numerelor iraționale între și ) Mai mult, din moment ce fiecare multime dispersă separabilă metrică este o mulțime de tip G (Sec , III, Teorema ) și fiecare (^-submulțime a spațiului o/K este homeomorfă la o submulțime închisă în eAE (Sec , II) , corolar), putem presupune , că JE este închis sub e[=^{ (n Fz)>e| Dovada Fie (Fz)^e pentru fiecare i Atunci există x și x' astfel încât ( ) x C Ft, x' £ Ft, \x-x'\^ e Sa punem ( ) Kt ~ E (xGF,)(x' Fz)(|xx'|>e) X, x' Este clar că Δ'/ este închis în -T X C Familia {/(J este direcționată relativ la Deoarece este compact, rezultă din aceasta (conform I ( )) că, conform ( ), hoen^ și |*o-*o|>e- Prin urmare, ^ r^e Observația A doua parte a dovezii de mai sus este o simplă aplicare a formulei I(i) Și anume: A * V {(IX - x' |> e) (x e F,) (x' e Ft)} s * V A {(I * - *' e) (x £ Ft) (x' Ft)} = (I x - x' | > e) (x, Xx c n Fty Se știe (vezi IV, Teorema ) că dacă f: X -* Y, unde Y este compact, și dacă / = E (//"f(x)) este închis, atunci f este continuă X la Dacă se presupune că spațiul Y este metric, atunci o afirmație mai precisă este valabilă dec Capitolul Spații compacte Teorema Fie /ІсТ uf: D -> /, unde Y este un spațiu metric compact Apoi ( ) (r) (x) = [/fl((x) X /)], unde u(x) denotă oscilația lui f la x (a se vedea § ( )), i e ( ) co(x) = infd[f(Gf)], t unde {Gt} este familia tuturor vecinătăților deschise ale lui x Dovada Punem Ft - f(Gt) Familia {FJ este îndreptată cu privire la includerea u> Într-adevăr, să fie date t și / și fie ZhO s \u d Zhzhzhd cu Zh p ZhP Aplicând teorema , avem, conform ( ) și ( ), ( ) (r)(x) = d[n/W|* Pentru a demonstra formula ( ), rămâne să arătăm că următoarea afirmație este valabilă (validă pentru spații topologice arbitrare FF și ( ) (Ho, WoK/^VoPJG) t unde {GJ este familia tuturor vecinătăților deschise ale punctului x Să presupunem mai întâi că (x , yo) TJ* astfel încât ( ) I hf(x) - la I , astfel încât ( ) [ I f (x) - f (x') I fe-> Deoarece f este continuă, aceasta implică faptul că lim/(xfc) = f(x) și lim f(x'k) = f(x'); k-> &->oo deci, conform ( ), f(x) = f(x') Fie y = f(x) Atunci x, x'(zf~l(y) și |x - x/| Y o hartă continuă Notăm cu Sk bila generalizată cu raza //r centrată pe F, adică Sft = E(p(x, A) astfel încât acesta să aibă proprietatea P, indiferent de maparea continuă f care satisface condiția f există două mapări continue na: {r- și f : -> ?\, astfel încât fy, //*'" astfel încât | g(x) - x | T este invariantă în mapările continue f; &- * U, astfel încât d[ Y există două puncte x și x care îndeplinesc condițiile fUi) = f(x ) și |X -X |>m( T, Y) Este evident că spaţiile ' şi Y sunt cvasihomeomorfe dacă şi numai dacă Fie sn bila n-dimensională definită de ecuația I p și fie (după ( )) Aceasta completează demonstrația formulei ( ) Din formula ( ) rezultă că intersecția a două mulțimi de forma ( ) este din nou o mulțime de același tip În consecință, mulțimea /I devine un spațiu topologic dacă familia de mulțimi indicată mai sus este luată ca bază deschisă a mulțimii M Să arătăm acum că acest spațiu este un spațiu J' 'ttPOC 'Paw" Fie I, J (I și a^I - J Atunci, în virtutea ( ), J ⊂ Oa și / ⊂ G\+a>, întrucât ( + a) £(A - Z) (după ( )) În plus, conform ( ), ( ) OaP Gi+a = Go = O Să demonstrăm în continuare că M este compact Lăsa ( ) M = U Gft, unde B cu L un leu Fie J idealul generat de mulțimea B Avem £ Într-adevăr, să presupunem că (£A Atunci există un ideal maxim z > J și / £M (după definiția lui Af); pe de altă parte, pentru fiecare b(~B avem b £ I, de unde / (£Gb Dar aceasta contrazice relația ( ), De la £ J, atunci (U) = b\Xx + + bphn Să arătăm asta (ii) M = Gft,U UC\, decât blocarea dovezii de compactitate /I Fie Deoarece (£/, atunci există (conform ( )) /r^/r, astfel încât Din aceasta rezultă, conform ( ), că I£Gi,k Prin urmare, egalitatea ( ) este dovedită În cele din urmă, spațiul M este zero-dimensional, adică conține o bază formată din mulțimi clopene O astfel de bază este familia mulțimilor Oa, unde a e A Avem ( ) M - Ga = Gl+a datorită egalității ( ) și identității GaUGi+a = M, care decurge din ( ) și ( ); exact, C Ga~ a £ I = + a £ A - = £ O\+a Capitolul Spații compacte Cometariu Inelul boolean A este izomorf cu inelul G al tuturor submulților deschise-închise ale spațiului M Definim acest izomorfism prin setare f(a) = Ga, unde a £ A-, cu alte cuvinte, ( ) /(I) = C, ( ) f(a + b) = [f(a)-Hb)] + [f(b)~f(a)], ( ) f (ab) - f (a) f (b), ( ) a^=bf(a)=^f(b) Dovada Pentru a demonstra ( ) este suficient (deoarece Gn este o mulțime clopen) să arătăm că pentru fiecare F £ G există o astfel încât F = Ga Mai mult, deoarece mulțimea F este compactă și deschis-închis (în LT), atunci F este o uniune finită a mulțimilor Gx Prin urmare, trebuie să arătăm că Ga\]Gb - Gc pentru un anumit c De fapt, vom arăta asta ( ) Ga\J Gb -Gc, vl£ c = a + b + ab Deoarece din includerea / £ Ga rezultă că a £ A - I, apoi A - I (deoarece a - ca), de unde I £ Gc Astfel Gac:Gc și, prin urmare, Ga (J GbczGc În schimb, dacă f £(GaU @b), atunci avem a, b £ I, de unde c £ I (conform ( ) și ( )), și deci I(£ c Aceasta completează demonstrația relației ( ) Pentru a demonstra ( ), în ( ) înlocuim a cu a + ab și b cu b + ab Este evident că (a + ab) (b - ab) = și (a + ab) + (b + ab) - a + b Prin urmare, conform ( ), rezultă că Ga+ ab U Gb+ab - Ga +b- Aplicând ( ) și ( ), obținem ( ) Ga+ = (GanG +())U(GftnGI+a)==(Ga- Gz,)U(Gi>-Ga) Această relație este echivalentă cu ( ) Relația ( ) este echivalentă cu ( ) În fine, din egalitatea Ga~Gh, conform ( ), rezultă egalitatea Ga+b - , de unde a + b - , și deci a~b jȘ Compactitate IX Spaţii diadice ) Definiție ) Un spațiu se numește diadic dacă este o imagine continuă a unui discontinuu Kaptor generalizat D"' (unde D este o mulțime de două elemente { , !})• Conform Corolarului b al articolului VI, orice spațiu metric compact este o imagine continuă a Cantor discontinuum % = Ds" și, prin urmare, este diadic Este ușor de arătat că orice compact (/ -spațiu de greutate w N (cf § , XI, Observația , p ) este o imagine continuă a unei submulțimi închise a spațiului D'" Totuși, nu este neapărat diadic (vezi exemplul de mai jos) Teorema I Orice familie de submulțimi deschise disjunse ale spațiului D'n este numărabilă Dovada În mod evident, putem presupune că elementele familiei considerate aparțin bazei spațiului Dm Prin urmare, putem presupune că au forma D?( ''-'T unde E T, T ~ in, jt - , pentru i == , , n Să numim numărul n lungimea mulțimii , iar sistemul , /n sistemul de indici distinși Este ușor de observat că două elemente care nu se intersectează ale bazei trebuie să aibă un indice marcat comun și proiecții diferite pe axele corespunzătoare Pentru a demonstra teorema, este suficient să arătăm că, pentru orice n dat, orice familie de mulțimi disjunse de lungime n este numărabilă Vom argumenta prin inducție Pentru n - afirmația noastră decurge din proprietatea tocmai indicată a elementelor care se intersectează ale bazei Să presupunem că este adevărat pentru n - Fie o familie de mulțimi de lungime n Să presupunem că este nenumărabil Lasă O'oCO Niciunul dintre elementele familiei nu se intersectează cu Go, prin urmare, fiecare dintre ele are un indice marcat în comun cu Ga Prin urmare G = G U UG", unde elementele au un indice marcat comun Deoarece O este nenumărabil, putem presupune că Ox este și nenumărabil; fie / fi o marcă comună ') Sunt îndatorat pentru această secțiune profesorului Engelkping ) Vezi Aleksandrov [ ] Definiția dată mai sus este "externă" Definiția "internă" este destul de complicată, vezi Aleksandrov și Ponomarev [ ] Dar pentru teoria spațiilor diadice, vezi în plus următoarele lucrări: Efimov , ]; Efimov și Eigelkinig [I]; Mardeshpch n Panich [I] Capitolul Spații compacte indice calculat al O{ elemente Atunci, fie pentru / - , fie pentru i == , există o familie nenumărabilă HісОb astfel încât proiecția elementelor lui Ht pe axa / este (/) De aici rezultă că oricare două elemente ale familiei au încă un alt indice marcat comun, iar proiecțiile lor pe axa corespunzătoare nu se intersectează Fie obținut Ki din // eliminând (în egalitatea ( )) indicele / (și superscriptul corespunzător i) Atunci K\ este de nenumărat, dar acest lucru contrazice faptul că lungimea elementelor sale este egală cu (n - ) Observația Din raționamentul de mai sus se poate observa că teorema este adevărată pentru orice produs direct al spațiilor cu bază numărabilă ) Observaţia Teorema rezultă şi din faptul că Dm este un grup topologic compact şi, prin urmare, admite o măsură Haar ) Rețineți că fiecare grup topologic compact este diadic ) Corolarul Într-un spațiu diadic, fiecare familie de mulțimi deschise disjunse este numărabilă Exemplu Fie o compactare într-un punct a unui spațiu discret nenumărat (vezi X, Teorema ), și să fie definite mulțimile deschise ca complemente ale mulțimilor finite Este evident că T este un ^-spațiu compact non-diadic Observația Din existența spațiilor compacte nondiadice rezultă că Dm pentru ni > K conține submulțimi închise care nu sunt doar retractări ale lui Dm, ci și imagini continue ale lui D"' Rețineți că o submulțime închisă a spațiului Dm poate fi o imagine continuă a lui D'" și, în același timp, nu poate fi retragerea sa ) Pentru un produs direct dat Z - Π, notăm cu n, unde T' C T, proiecția sa pe produsul parțial Z' - Π z e Z restricţia sa (z \T')fz Zf) ') Această afirmație a fost dovedită de Marchevsky [ , p ] Vezi Marchevsky [ ] și Shanin [ ] pentru rezultate mai puternice ) Vezi, de exemplu, Halmos [ , Cap ], ) Vezi Ivanovsky [ , p ] și Kuzminov [ , p ] ) Acesta este răspunsul la întrebarea pusă de Halmos Vezi Epgelkipg [ ], ore compactitatea Teorema ) Fie A\ un spațiu separabil (t e T), și fie Y un ^-spațiu ale cărui puncte sunt G-mulți Punem Z = Π^, și lăsăm maparea f; Z-b-y continuu Apoi există o mulțime numărabilă T'aT și o mapare continuă f'; Z' -> y, astfel încât f = f'"nT, Dovada Pentru fiecare z £ Z mulţimea f~l [f(r)] este o mulţime de tip OL Prin urmare, conține o intersecție numărabilă a elementelor bazei spațiului Z care conține z În consecință, există o mulțime numărabilă T(r)cT astfel încât ( ) dacă nT(r)(x) = nT(r)(r) pentru x e Z, atunci f(x) = f(r) Să definim prin inducție o secvență Zo, Zx, de submulțimi numărabile ale spațiului Z astfel încât ( ) l (Z/+ ) = P Unde ( ) Гг = și U Г (г) /- Fie Zo = (zo)> unde z este un punct arbitrar în spațiul Z (care poate fi presupus a fi nevid) În plus, presupunem că Zo și Zk satisfac condiția ( ) Conform ( ), mulțimea Tk este numărabilă și, prin urmare, produsul Π & t conține o submulțime densă numărabilă peste tot Aceasta implică faptul că există o mulțime numărabilă Zk+l care satisface ( ) pentru i = k Punem T' = To U Tx (J Pentru a demonstra existența unui f' astfel încât f - f' ° ltn, rămâne de demonstrat că pentru xy arbitrar și x din Z avem implicația ( ) [x(x,) = pt, (x )] = f(x )] (Rețineți că lx este o mapare deschisă și, prin urmare, maparea f' este continuă ) Să presupunem că f(xl)^=f(x ) Fie i/ și U submulțimi deschise ale lui Y astfel încât ( ) /(xQgt/b Z(x )et/ Și U^U -Q ') Teorema lui Gleason Vezi Isbell [ , p ] Există o teoremă similară în lucrări: Mazur [ ] și Epgelksig [ ] Capitolul Spații compacte Deoarece '((//) pentru i - , , atunci xt aparţine unui produs de forma П Ut, unde U't este deschis în Tt, - pentru toate, pentru kt cu excepția unui număr finit, indicii t e T și Π (j' cz f~' (Ut) tC T Dacă presupunem că partea stângă a lui ( ) este validă, atunci putem presupune că Ut = pentru t^T' Atunci, conform ( ), există un punct z£(Z U Zj U astfel încât zt T', iar de aici rezultă, conform ( ) și ( ), că f ( zj = f( z) = f(z ) ori de câte ori z) = zz pentru t e T' și z' = x\ pentru t e T - T' Deoarece zz ∈ П Ut, atunci U{ П U ¥= , ceea ce contrazice ( ) t^T Teorema Fie f și Z la fel ca mai sus Dacă Y este un ^-spațiu complet regulat de greutate w, atunci putem presupune că T' are cardinalitatea sC ut Dovada Prin presupunere, Y poate fi privit ca o submulțime a spațiului ' yr Punem D" = Π Dlt unde Dt - D și T ~ n Teorema , există T'czT și П astfel încât Kg Г'= w și / = /'"lг" unde f' este continuă Este evident că /' este maparea necesară a spațiului Dm pe VG Corolarul ) Orice spațiu diadic cu o bază locală numărabilă (vezi § , XI, p ) este o imagine continuă a discontinuumului Cantor ') cf Shanin [ ] Pentru demonstrația dată aici, vezi Pelchpisky și Epgelkng [ ] ) Vezi Esennn-Volyan [ , p ] Pentru afirmații mai puternice, vezi lucrările lui Efimov [ , ] !? Compactitate Aceasta este o consecință a teoremei OBSERVAȚIA Din teorema a articolului VI rezultă că, dacă un ^-spațiu este o imagine continuă a lui %*, atunci este compact și * mitizabil și, prin urmare, are o bază numărabilă Prin urmare, dacă un spațiu diadic are o bază numărabilă locală, atunci are o bază numărabilă Observația Este ușor de observat că colecția tuturor spațiilor diadice este cea mai mică colecție de spații JVnpo care conține spații finite (sau, echivalent, conține spații compacte metrizabile) și este închisă sub produs direct și mapări continue Teorema ') Fiecare set G^-nod închis al unui spațiu diadic este diadic Dovada Evident, este suficient să arătăm că orice Gfi-set A închis în Dm este o retragere a spațiului Dm Prin teorema lui Vedenisov (§ , VI, p ) există o mapare continuă f: astfel încât /~'( ) - A Setăm Dm = П Df După teorema , există un mpo-t G T numărabil mulţimea T'c T şi maparea continuă fp Π sunt astfel încât că f = Prin urmare /l = jȚ'(O)X P Dt Deoarece f~* l ( ) este tir retragerea produsului Π Di, atunci rezultă că A este o retragere Observația Teorema nu poate fi extinsă la submulțimi închise de spații diadice Într-adevăr, să considerăm o submulțime F a spațiului £>k' constând din puncte având cel puțin o coordonată egală cu Atunci F este închis, dar nu diadic, deoarece este homeomorf la compactificarea într-un punct a spațiului discret al cardinalității Observația După cum sa menționat mai sus, spațiul conține o compactare a unui spațiu discret de cardinalitate X| Această afirmație poate fi rezumată după cum urmează: ') Vezi Efimov [ ] Pentru dovada dată aici, vezi Іс t'ipsky și Nngelking [ |; rezultate mai puternice în opera lui Eigelking ( | Capitolul Spații compacte Teorema ') Fie IG un spațiu diadic Dacă cardinalitatea cea mai mică a bazei într-un punct x e FE este egală cu ni(^ t ), atunci există o mulțime discretă Λc, astfel încât Λ = w și Μ U {x} este compactă Din aceasta rezultă* ) (cf Observația ) că toate submulțimile închise ale unui spațiu diadic Η sunt diadice dacă și numai dacă spațiul T este metrizabil X Spații compacte local Definiție Se spune că un spațiu este compact local la p dacă există o vecinătate compactă a lui p sau, cu alte cuvinte, dacă există o mulțime deschisă G astfel încât x G G și G este compact Un spațiu se numește local compact dacă este local compact în fiecare punct Exemple Spațiul n-dimensional euclidian este compact local Fiecare spațiu discret este compact local Teorema Fiecare submulțime închisă a unui spațiu local compact este local compact Dovada Fie F C F C T și χ £ F Prin presupunere, există o mulțime deschisă G astfel încât x £ G și G este compactă Astfel, G П F este deschisă în F și mulțimea G П F П F este închiderea lui G(}F față de F Această mulțime este o submulțime închisă a mulțimii compacte G și, prin urmare, este ea însăși compactă (prin Teorema , punctul II) Teorema Fiecare ^-spațiu compact local este complet regulat Mai mult, dacă mulțimea Ccr T este compactă, mulțimea Fc F este închisă, iar C \F = Q, atunci există o mapare continuă f: astfel încât ( ) f(x) = O pentru x e C, f(x) - l pentru x e F și f" ([ , a]) este compactă pentru fiecare n G și, în consecință, pentru a H* astfel încât f(C - H) = (p) și f este un homeomorfism pe H* - (p) Aceasta completează demonstrația primei părți a teoremei Dacă ^' este un spațiu metric separabil, atunci, prin teorema lui Urysohn, C poate fi considerat o submulțime închisă a cubului Hilbert Deoarece ^' este o imagine continuă a unui spațiu metric compact C, este metrizabil prin teorema a articolului VI Observația O altă demonstrație a primei părți a teoremei , legată de binecunoscutul proces de adăugare a unui punct la infinit în spațiul euclidian &" , este următoarea Fie p un punct care nu aparține lui C Punem t" = " J(p) și definim topologia în H*, luând ca elemente ale bazei deschise H* (i) subseturile deschise ale lui I, (ii) multimi de forma (p)[)(H - F), unde PcH este compact Trebuie să arătăm că R* este compact Fie {Gj, t £T, o acoperire deschisă H* Fie p £ Gtn Atunci Η - Gt este compact și, prin urmare, {GJ conține o acoperire finită G/f, G^ a spațiului H'-C^ De aici rezultă că Gfo, Gtt, , Gtn este o acoperire a lui R* Observația Conform teoremelor și , conceptele unui ^-spațiu compact local și o submulțime deschisă a unui ^-spațiu compact sunt echivalente din punct de vedere topologic Această echivalență conduce direct la următoarele afirmații: Teorema ) Dacă H este un ^-spațiu compact local, atunci există o hartă continuă unu-la-unu a spațiului H' pe un ^-spațiu compact ■) Vezi Parkhomenko [ ], Aceasta rezultă din Corolarul a, punctul III Teorema Dacă Y sunt ^-spații compacte local, atunci X Y este și un spațiu compact local Aceasta rezultă din invarianța compactității și deschiderii față de produsul direct (vezi IV, Teorema și § , VII, Teorema ) Observația Următoarea afirmație este valabilă pentru produse directe infinite: Produsul este un spațiu c/r compact local spațiu dacă și numai dacă fiecare este un ^-spațiu compact local și toate, cu excepția unui număr finit de compacte, sunt presupuse a fi nevide) Teorema Dacă T este un spațiu metric separabil local compact, atunci există o succesiune de mulțimi compacte Ft, F , , astfel încât ^' = / iU/? U și Fncz Int(Fn+ ) În consecință, T - |J Int(Fn), și deci familia ( ^) n = din toate submulţimile compacte T este cofinală cu succesiunea Fh F m e fiecare element de % ( V) contine- trăiește într-un anumit membru al secvenței specificate Aceasta rezultă din Corolarul al articolului II, deoarece pentru fiecare submulțime deschisă X a unui spațiu metric compact H'* există o succesiune de mulțimi deschise G,, G , , astfel încât X=G,UG U și G"cGrt+ În consecință, mulțimile Ft = Gi, F = G , formează succesiunea necesară de mulțimi compacte Observația Observăm următoarea teoremă interesantă Dacă spațiul X este paracompact, spațiul Y este compact local, iar maparea f: FE ~> Y este continuă și închisă, atunci Fr [f(y)] este compactă pentru fiecare y > Y') Observație Un spațiu local compact poate să nu fie normal ■) Vezi Michael E [ ] Pentru spațiul metric E, vezi Weinstein [ ] * / lavă spații compacte Un exemplu (aparținând lui L N Tikhonov) este spațiul E(" )XEF'C(r)) cu punctul scăzut (Q, ω) și (cf § , V, remarca , și i II, remarca ) § Spațiu x Compactitatea spațiului x Amintiți-vă că topologia din spațiul x (numită exponențială) a fost definită prin specificarea unei subbaze deschise a acestui spațiu ca colecție a tuturor mulțimilor ( ) B(G) = E(FcG) și C(//) = EI/-,P//^O), /•' /' unde G și H sunt submulțimi deschise ale spațiului și F trece prin x (vezi § , I) De aici rezultă că mulţimea tuturor seţilor ( ) B(G , Gb , G") = E(/?c:Go)(/ nGl^O) (fflGn^O), unde Go, •> Gn sunt deschise, există spațiu de bază x Teorema ') Dacă spațiul A este compact, atunci și spațiul x este compact Dovada Prin lema lui Alexandru (vezi § , I) trebuie să arătăm că fiecare acoperire de x ale cărei elemente aparțin unei pre-baze deschise a lui x conține o subacoperire finită Prin urmare, fie (conform ( )) ( ) r = U B(Gt) UUC(HS), ESTE unde Gt si sunt deschise in T Setăm Fo = L? - \JH s Apoi pentru fiecare s pe care îl avem AoPYa \u d O t s Ao ^ C(R ), de unde Fo U B (Gt) t Prin urmare, există t astfel încât F £B(Gta), adică - Fo = UHs Deoarece mulțimea K - Gtn este compactă, există un sistem finit de indici sb sn astfel încât ( ) și/dg ■) Vezi Vietoris [ ] și Frink [ , Teorema ] Z$ spatiu g- Să arătăm asta ( ) ^q(r;/o)uC(/n )u UQ//J, completând astfel dovada Fie E £ r Trebuie luate în considerare două cazuri: (i) F c apoi F (ii) F φ Gtn, adică /'(](jr - G/ , adică F ^C^ HS^ Astfel, în ambele cazuri F aparține laturii drepte a egalității ( ) Este adevărat și invers Teorema ) Dacă spațiul x este compact, atunci X se presupune, de asemenea, că este un spațiu J ^) Dovada Fie U unde Gt este deschis Atunci x - ( ) = UC(Gt) Deoarece r - ( ) este compact, rezultă că r - ( ) = C(G/JU UC(G,n) , ceea ce înseamnă că xoEG^ Prin urmare, ^=G/,U UG," Observația Este de remarcat faptul că, dacă un spațiu este metrizabil de x, atunci spațiul este compact (M Ailkl E [ , p ]) OBSERVAȚIA Dacă H este o submulțime compactă infinită numărabilă a spațiului '£, atunci spațiul x este homeomorf la unirea discontinuului Captor cu mulțimea de centre ale intervalelor adiacente (Teorema lui Pelchinsky [ , p ] ) De altfel, această afirmație arată că homeomorfismul spațiilor x și 'y nu implică homeomorfismul spațiilor SF și / ) Observația Pentru un spațiu topologic arbitrar EF, notăm cu ( D) mulțimea tuturor submulților sale compacte Se poate arăta (Michael E [ ]) că (X) are următoarele proprietăți interesante (corespunzând proprietăților spațiului x formulate în § ): ) T) în mod regulat, respectiv complet regulat, respectiv compact dacă și numai dacă spațiul FF este astfel ') Vezi Michael E [ , p ] ) Această problemă a fost pusă de Ponomarev [ , p ] / lavă spații compacte Observaţie Fie ' a (/[-spaţiu Spaţiul este local compact dacă şi numai dacă x este local compact ') II Cazul unui spațiu metric compact AC În § , VII, pentru orice spațiu metric S, am notat cu ( r)m spațiul metric al tuturor submulților închise (Hausdorff) distanța dist(A, B) dintre cele două mulțimi A=AQ și B=d= a fost definită ca cea mai mică limită superioară a numerelor p(x, B) și p(y, A), unde x e A, y e B; multimea goala a fost definita ca un punct izolat in spatiul ( m)m Teorema Fie T un spațiu metric compact Apoi £ sus '• Și anume, harta identității r -> ( r)me este un homeomorfism pe Mai general, unde [ p(x, F) Rămâne să arătăm asta RczH, adică FER^FczzQ (unde R este definit prin formula ( )) Capitolul Spații compacte Să presupunem că p > F - G Atunci p(p, A) > e și, în consecință, dist (F, A) > e și F > R Cazul b H \u d E (F P G ) Fie mulțimea A com-f pactpo u A P G Y = Fie a G A P G Punem e = p(", SF - G) De aici rezultă că R c: H Aceasta completează demonstrația teoremei Observație Este ușor de arătat că dacă FF este un spațiu metric compact, atunci condițiile )im dist(Fn, F) = și lim Fn = F n-> oo n-> oo sunt echivalente, oricare ar fi mulțimile închise nevide Fn și F Prin urmare, 'S( ')£ unde topologia din ( r)z este indusă de operația Lim Rețineți că homeomorfismul dintre spațiile ( m)m și ( T)Z nu este valabil pentru spațiile metrice necompacte (vezi § , IX) Observația Pentru fiecare submulțime compactă nevide F acf notăm cu u(F) primul (sau ultimul) punct al lui F Atunci harta u: ^ -> este continuă Mai general, q: ((F)->(F este continuă Dovada Să Fb F £ G , o bază deschisă a spațiului A' (Cn > ) Apoi *-#=EV(o"c=/o = uE(C, rp F p p /•' Deoarece E(Gng:F) este închisă, rezultă că r - N este o mulțime de tip Fn R Teorema Fie A' un ^-spaţiu Fie A sd x a S = S(t) (uniunea elementelor lui A) Dacă A este deschis, atunci S este deschis Dacă A este compact și ■'V este regulat, atunci S este închis Dovada Să presupunem că A este deschis în x Fără pierderea generalității, putem presupune că A este un element de bază al spațiului x Lasă-te Gn să fie un sistem de deschidere setează (în ") astfel încât (cf § , I) (F A) (A cG )(F Gi ) (F P Gn Y= ) și = £ Gt gz Se merge pentru i = , , P Să demonstrăm că S = Go Este evident că S ed Go Dimpotrivă, fie xo e Go', notăm cu X[ orice punct al lui G( pentru i = , , n Atunci mulțimea F = (xn, xh , xn) este un element al lui A și , în consecință, x S Astfel, GoczS și S = Go, care completează demonstrația primei părți a teoremei Acum să fie mulțimea A compactă A-prioriu (xcs)S ѵ (hep, FSA și, conform teoremei din § , IV, mulțimea E (x £ F) lock-X, F şi uto în VX A Deoarece S este proiecţia acestei mulţimi pe axa e', rezultă (datorită compactităţii lui A) că S este închis (vezi § , IV, Teorema ) OBSERVAȚIA Din teorema rezultă că dacă A este o uniune numărabilă de mulțimi compacte, atunci la fel este și mulțimea S( ) (de exemplu, dacă A este o mulțime /^ și x este compactă) Cu toate acestea, o astfel de teoremă nu este valabilă pentru seturile O Acest lucru poate fi văzut în exemplul următor / n \ Fie Fn - \-, -, , - I și A familia tuturor Fn, n \u d , Evident, A este o submulțime discretă de pro- spaţiul a şi, în consecinţă, o mulţime de tipuri (vezi § , III, Teorema la) Mulțimea (A) este mulțimea tuturor numerelor raționale (în } și, în consecință, nu este o (/^-mulțime, Capitolul Spații compacte Observația Familia IV a tuturor submulților complet ordonate (față de ^+(r)) Y \ n, k De aici rezultă că mulțimea r - W este analitică OBSERVAȚIA Este ușor de arătat că pentru orice ^-spațiu familia tuturor mulțimilor formate din cel mult n elemente este închisă (pentru n fix) în spațiul x asta implică Observația Familia tuturor mulțimilor finite închise este o mulțime Fg în spațiul x Mai mult, este peste tot dens în x (vezi § , II, Teorema ) Teorema Fie spațiul K compact și Ft = Ftd dC pentru fiecare t £ T Să presupunem că familia A = {FJ este multiplicativă finită, adică T, că Ft=* P ••• A Ft Apoi ( П FA Ă G£TI Dovada Fie Z = f}Ft Trebuie să renunțăm spuneți că dacă G este deschis în x și Z £ G, atunci există t astfel încât Ft £ G În mod evident, putem presupune că G aparține bazei considerate în I ( ) Cu alte cuvinte, pentru un sistem dat de mulțimi deschise Go, , Gn (în așa fel încât ( ) Z s Du-te și Z (]Gi^= pentru i = , , n, trebuie să arătăm că pentru unele t £ T ( ) FtaG și FtOGi^Q pentru i= , ,n Să presupunem că acest lucru nu este adevărat Deoarece relația Ft П Gt rezultă din relațiile Z f) Gt Y= și Zc:Ft, presupunerea noastră înseamnă că pentru fiecare t avem Ft Ф Gq, adică Ft П П , unde Н = F - Go Prin urmare, pentru orice sistem de indici finiți tb , ip avem (Ft,{]n){] P (Ftn P R) = £ ; prin presupunere, există i astfel încât (~\Ftn = Ft, § Spațiu x prin urmare, (Ft, P i) • • • P (Ftn p I) = (L l I) =#= o Din aceasta rezultă, conform condiției Riesz (vezi Sec , I ( )), că Π (Ft A R) A = , adică Z Merge contrar ( ) t IV Seturi ireductibile Seturi saturate O mulțime F se numește o mulțime ireductibilă (respectiv, o mulțime saturată) a unei familii de mulțimi A dacă F e A și din relațiile X = = F și X C F (respectiv, X e F) rezultă că X > A ) Din teorema , partea a III-a rezultă Teorema Fie A' un spațiu compact și A c x o familie descrescătoare bine ordonată de mulțimi ( ) Fo => Fi ho z> Fa => , a p(Fn, Hn) și, prin urmare ( ) | p- limsup p(F",//") Din ( ) și ( ) urmează ( ) M Capitolul Spații compacte § Semicontinuitate I Semicontinuitatea şi compactitatea spaţiului X ) Reamintim (vezi § , I) că o hartă F: / -> 'm, unde T și / sunt spații topologice, se spune că este semicontinuă superioară dacă, pentru orice mulțime închisă Ac X, mulțimea E[/-' ( v)P A=#= ] este închis în / Și Înlocuind cuvântul "închis" cu cuvântul "deschis" în această definiție, obținem definiția semicontinuității inferioare Mai precis, /•' se spune că este semicontinuu superior la y dacă //ob ( s)=Ф/уо Int\F~' ( °)], oricare ar fi multimea deschisa G; F se numește semicontinuu inferior la y dacă y eF^( K)^y EF-'( K\ oricare ar fi multimea inchisa /S În § au fost formulate o serie de proprietăți ale mapărilor semicontinue Acum formulăm o serie de proprietăți, în ipoteza că spațiul JF este compact și ^ este un În primul rând, observăm că dacă o hartă f: λ -> Y este continuă, atunci f este o hartă închisă (vezi § , III, Teorema ) Din aceasta și din Teoremele și a § , III rezultă următoarea afirmație: Teorema Dacă maparea f: T->Y este continuă, atunci maparea f~': ?/-> r este semicontinuă superioară -i În special, [: este semicontinuu superior TEOREMA Fie maparea Q: Y-> mxV definită prin relația Q(//) - A-'X(//) Dacă spațiul T este compact, atunci maparea Q este semicontinuă superioară Maparea Q este mai mică semicontinuă pentru orice spațiu ^(X, Z/) [Q(Z/)AHA^X /)], prin urmare [F (y) A K ] V [x C (F (y) A K)] ^ =V[(x, //)€ Q (//) A A (/ r Maparea F este semicontinuă superioară dacă și numai dacă mulțimea ( ) D - E [x £ F(y)] X y Legea Capitolul Spații compacte Dovada Dacă harta Γ' este semicontinuă superioară, atunci ) este închisă (prin Teorema I din § IX, III, care este valabilă pentru orice spațiu regulat '/') În schimb, dacă I) este închis, atunci afirmația noastră rezultă din teorema , deoarece (x, //) £ x £/; (//) În § , V, p , s-a arătat că intersecția a două mapări semicontinue superioare este semicontinuă superioară dacă spațiul este normal Dorim să extindem această teoremă la intersecția unei familii arbitrare de mapări superioare semicontinue sub presupunerea că spațiul ' este compact Demonstrăm mai întâi o lemă corespunzătoare (în cazul final) lemei din § , V, p Lemm a') Fie T o mulțime arbitrară, -T o creștere compactă, -,-n, și fie I'p Y-> V pentru fiecare I e T Punem F(y) - P D(//)- eu Apoi pentru fiecare set deschis Gcz ' avem ( ) S-'( s) = și P/T'( H aceasta unde uniunea se extinde la toate familiile U constând din mulțimi deschise Uz având (i ca intersecție comună și astfel încât, cu excepția unui număr finit de indici, Ut~n' Dovada Fie y £ / •' '' ( e), adică ((~| /-',(//)) cu (] 't sau, în mod echivalent, [~| (/ z (//) - ( ) = ■= Deoarece spațiul 'K t este compactă și mulțimile sunt închideri, atunci există (cf condiția Riesz, § , I ( )) un sistem finit de indici /i, , C astfel încât ( ) (/l,(//)- x A, (r/)] S* Capitolul ■/ spatii compacte iar intersecția a două mapări care sunt semicontinue superioare la //o este din nou o mapare care este semicontinuă superioară la z/o, atunci demonstrația poate fi limitată la cazul special când Fi (//) = Fie 'cr Zo X ^'i o mulțime deschisă astfel încât Faiț/ii) X '|C G Trebuie să definim (cf § , HI, Teorema ) o mulțime deschisă //c,Y , care conține // , astfel încât ( ) În plus, datorită compactității lui T\, există o mulțime deschisă t/c Z'o astfel încât (cf § , IV, Teorema ) ( ) FMX ^\c=:U X ^cG Prin urmare, F (yn) C U, și deoarece Fn este semicontinuu superior în // , există un set deschis II cu Y care conține // astfel încât ( ) U^F^cU În mod evident, relațiile ( ) și ( ) implică ( ) Teorema Fie Fs și F aceleași ca în teorema Dacă mapările Fn și Fi sunt semicontinue inferioare în punctul yn, atunci maparea F este de asemenea semicontinuă inferioară în acest punct Dovada Fie mulţimea K C X' şi X închisă; Să ne prefacem că ( ) yn(F^( K), adică WxC^/C Trebuie să arătăm că y F ( A) Cu alte cuvinte, trebuie să definim un set deschis U cu Y care conține //n astfel încât ( ) U^F-\ ^ = Q, adică F (y)XFi(y)^K pentru fiecare y £ U Conform ( ), pentru / = , există elemente χ/ £ F, (//n) astfel încât (x(), Xi) (£ / V Teorema I ) Maparea F este semicontinuă superioară dacă și numai dacă ( ) (Hmyn = //)=Ф(Ья F(yn) cz F(y)); cu alte cuvinte, F este semicontinuu superior dacă și numai dacă din relații ( ) lim yn = y, lim: n = a: și xn £ F(yn) urmează relaţia ( ) x F(//) Această teoremă rezultă din teorema a elementului I, deoarece implicația ( )=Ф( ) înseamnă că mulțimea D este închisă ') Vezi Wilson [ , p ] Capitolul Spații compacte Teorema Maparea /•' este semicontinuă mai mică dacă și numai dacă ( ) (lini y" = y)=^(Γ (//)c= -i /■'(//")), adică, cu alte cuvinte, dacă și numai dacă din raport ( ) lini у" у și ѵ£ /'(//) implică existența unei secvențe x,, x , astfel încât Dovada Fie Λ - Afcz Z' și M = E [C(//) c: LI] la Să presupunem că ( ) este satisfăcută și fie Іігп//,і = // și А(//")stLI; apoi yn e N și y e N Dar, conform ( ), avem /■ (y)c:s r (!/n)c M, de unde y e N În consecință, mulțimea N este închisă, ceea ce înseamnă că harta A este semicontinuă inferioară În continuare, să presupunem că relația ( ) este falsă Atunci noi avem lini y,, -y, x£I-(y) şi v^Il Γ(yn) În consecință, există o mulțime deschisă (i și o secvență astfel încât x e Ci și G r) F(y) = Fie M ' - G De aici rezultă că Yb (zN n y$;N; prin urmare, mulţimea iv nu este închisă, ceea ce înseamnă că harta Γ nu este semicontinuă inferioară Observația Teoremele și pot fi ușor localizate: harta F este superioară (respectiv inferioară) semicontinuă în punctul y dacă și numai dacă afirmația ( ) (resp ( )) este valabilă Teorema Maparea F este semicontinuă mai mică dacă n numai dacă mulţimea - E {p [ѵ, /'(//)] Dovada I Presupunem că maparea F este semicontinuă inferioară Lăsa ( ) (x, y) £ J}}, ІІІІ VГ = V și lim//" = y p p dolari? Jumătate de continuitate Trebuie să arătăm că pentru n suficient de mare includerea (xn, yn) e Jn este valabilă, i e ( ) p[ v", /■'(//")] și o secvență /mі , de unde ( r, Deoarece (x, y) £/n, din total rezultă că mulțimea /m nu este deschisă Teorema Sa și maparea F este semicontinuă superioară, apoi maparea ■ F este semicontinuă superioară Dovada Fie lini y - y Trebuie să dovedim asta ( ) lim sup g [A (//n)] [/•'(//)] Deoarece mulțimea F(yn) este compactă, există (vezi § , VI, Corolarul ( ) n;i și g' astfel încât (u) d, /•'(//"), l-;,s/'( ) și f-tmChd•• Alegem A', [E (r/)], și am ajuns la o contradicție III Compartimentari de spatii compacte Amintiți-vă (vezi § , I) că, dacă este dată o familie D de submulțimi închise nevide și neintersectate ale spațiului A', a cărei unire este (numită o partiție a spațiului A'), atunci topologiile din D (numite topologie coeficient) sunt definite prin următoarea convenție: o mulțime A-D este deschisă (în D) dacă și numai dacă S(A) este deschisă (în A') Maparea P: A' -> D, numită proiecție, este definită de condiția [D = P(x)] = (x DD) Este ușor de observat că maparea P este continuă Se spune că o partiție D este semicontinuă superioară (inferioară) dacă, pentru orice set deschis (închis) B-L, uniunea tuturor D e D conținute în B este deschisă (închisă); aceasta este echivalentă cu condiția ca P să fie o mapare închisă (deschisă) Adăugăm că conceptul de semicontinuitate poate fi localizat (în D e D, vezi § , p ) Teorema Dacă spațiul LR este compact, atunci partiția D (în topologia sa factorială) este compactă Dacă, în plus, partiția D este semicontinuă superioară și A' este un ^-spațiu, atunci partiția D este de asemenea un ^-spațiu (și prin urmare D este un spațiu normal) Dovada Compactitatea partiției D rezultă din continuitatea proiecției Ρ: Λ -> £) (prin Teorema din § , III) Dacă L? este un ^-spațiu, atunci A' este normal (prin Teorema din § , II) Prin urmare, dacă o partiție D este semicontinuă superioară, atunci D este și normală, deoarece normalitatea este un invariant în partițiile care sunt semicontinue superioare (prin Teorema din § , II) OBSERVAȚIA Din teorema I este clar că, dacă D este o partiție superioară semicontinuă a unui ^-spațiu compact, atunci există un ^-spațiu compact Y (și anume, D) și o hartă continuă f: A' -> Y ( și anume, P) astfel încât elementele partiției D să fie imaginile inverse f(y) ale punctelor y e Y Există un spațiu unic (până la homeomorfism) Y care satisface această condiție; inseamna, jȘ Semi-continuitate ce se întâmplă dacă maparea [p continuu si elemente -i bataile lui D coincid cu multimile fj(y), unde y £ ], atunci spatiul este homeomorf spatiului Y - Și anume, maparea complexă g = f\af este un homeomorfism ii/ pe /j (pentru A = Ac avem #(A) = g(A) în /J Teorema Fie V și ^/ ^-spații compacte și F: Y' x o mapare semicontinuă superioară astfel încât (i) F (y) P F (y') = pentru y = £y' Și (Іі) "•= U/?(y) la C* Atunci relația (ii) definește o partiție superioară semicontinuă a spațiului A' Dovada Să fie închisă mulţimea Ac: Trebuie să arătăm că uniunea U a tuturor A(y) astfel încât U P F(y)#= este închisă Asa de, xeU = V[x £ F (y)] [A n F (y)#= ] v [X F (y)] [x' F (y)] [V A ] tu tu, Prin teorema din § , mulțimile E [v F (//)] și E [vz £ F (//)] x și x', y închis În consecință, datorită compactității spațiilor A" și "Y, mulțimea U este închisă (vezi § , IV, Corolarul b) Teorema Dacă A' este un ^-spațiu compact și f: A' Y este o mapare continuă pe, atunci partiția semi-continuu de sus Aceasta rezultă din teorema și teorema a articolului I IV Partiții de spații metrice compacte În această subsecțiune vom presupune că A~ este un spațiu metric compact Teorema (Aleksandrov ) ) Fiecare partiție superioară semicontinuă D a spațiului A? (în topologia sa factorială) este homeomorfă la un spațiu metric compact ') Vezi Aleksandrov [ ] Pentru probleme legate de metrizabilitatea și paracompactitatea partiției D, vezi și Arkhangel'skii [ , ] Compact n/ust/mictna Dovada După Teorema I, Secțiunea III, partiția D este un spațiu g Mai mult, D este o imagine continuă a unui spațiu metric compact A' În consecință, D este compact și măsurabil (prin Teorema din § , VI) Teorema Fiecare dintre următoarele condiții este necesară și suficientă pentru ca o partiție D a spațiului A' să fie semicontinuă superioară: (i) (ДПІ-І/Л, У- ) (Ls/)" cz/)) (unde I), D"țD), (ii) dacă convergența lui /D, /) , I)c, ■■■ converge, atunci limita sa este conținută într-un singur element al partiției D Dovada I Presupunem că partiția D este semicontinuă superioară Apoi, conform observației la teorema de la punctul II, există un spațiu compact (metric) Y și o mapare continuă A'-> Y astfel încât fiecare D(~D i are forma !> - / (//), //£ !/ Presupunem în continuare că De aici l-e / o?) nu'ni t g /■ (,v) - y și V -• lini v", unde f (х") = //" Sa punem Trebuie să arătăm că x' e , adică că [(V) = y Deoarece maparea /' este continuă, avem I (l-D - lini I (x' J = iii ( = Іііp = / (*) = y i (' ledov și elyio, x'£f(y), adică x'^ ) Aceasta completează dovada Este clar că (i)-=>(ii) Să presupunem că condiția (ii) este îndeplinită Trebuie să ne arătați că partiția D este semicontinuă superioară; aceasta înseamnă că dacă mulţimea A C A' este închisă, atunci unirea tuturor I) astfel încât Altul cuvinte, să presupunem (I) lini x " = x D, D "G B # = ; tl trebuie să arătăm că D P B USD Deoarece spațiul Zr' este compact, putem presupune că șirul /)], I)>, converge: D) />' =/- , deoarece familia tuturor l iemelor din spațiul Z' având punctele comune cu H este închisă (prin teorema din § , II) n, prin urmare, (D" P D ¥= ) P I \u d U ) -\u e (/\\u e P D -A ) Teorema Pentru ca o partiție D a unui spațiu să fie semicontinuă inferioară, este necesară și suficientă următoarea condiție: (iii) (YGP-i/D ^- ) =>(Hcz Li [),,) (unde !), Dovada I Necesitatea IIuet /) П Li/)" yU) Apoi ( ) x£D, v-liiii r, și rD/),r Și Fie x'£D Trebuie să arătăm că x' ⊂ Li/)n, presupunând că partiția D este semicontinuă inferioară; ceea ce înseamnă că, oricare ar fi mulțimea deschisă (i) care conține x', avem Dtl P (i = A pentru n > // Notăm acum cu U unirea tuturor acestor lucruri că ІУ П (j Ф Deoarece D este semicontinuu inferior, atunci I/ este deschis Deoarece Д £/)("! ( , atunci avem I) și U și, conform ( ), există ) n[\V pentru //>//,, De aici rezultă că Dtlcc U (deoarece elementele partiției D nu se intersectează), dar aceasta înseamnă că Dn П (j Suficiență Să presupunem că D nu este semicontinuu inferior Aceasta înseamnă că există o mulțime deschisă (} astfel încât unirea U a tuturor acestor !)GD pentru care I) П ȘI nu este deschisă Prin urmare, există x și I) astfel încât ( ) x^DczU, x^Іініх și x"(U n Notăm cu /), un element al lui D astfel încât În consecință, Dn(](j - Deoarece /) C U, avem I) П (і У - ; ()^LiD,t, n deci D tf: Li )n Pe de altă parte, x £ I) fi Li / (conform ( )) Prin urmare, implicația (iii) eșuează V Despărțiri continue ale spațiilor compacte Reamintim că o partiție D a unei topologice arbitrare Capitolul Spații compacte un spaţiu ' se spune a fi continuu dacă este atât semicontinuu superior cât şi inferior (vezi § , p ) Din această definiție rezultă că D este o partiție continuă dacă și numai dacă proiecția P: Y -> D este o mapare care este atât închisă cât și deschisă TEOREMA I Fie un ^-spațiu compact și fie f: Y -> Y o hartă continuă pe Partiția D a spațiului Y în imagini inverse ale punctelor individuale ale spațiului Y este continuă dacă și numai dacă maparea f este deschisă Dovada Să presupunem că partiția D nu este discontinuu Atunci maparea /: Y -> X este continuă (aici topologiile din D și din T coincid, vezi § , p ) și, conform Teoremei din § , III, maparea f este deschisă Să presupunem că maparea f este deschisă Fie (i aY o mulțime deschisă arbitrară; notăm cu U ob'edn -i toate f (y) astfel încât / (//) Г) Evident, U = f (G), și întrucât / (G) este deschisă și / este continuă, rezultă de aici că mulțimea U deschisă Aceasta înseamnă că D este semicontinuu inferior După teorema , partea III, D este, de asemenea, semicontinuu superior și, prin urmare, partiția D este continuă Cometariu În Secțiunea VII arătăm că fiecare partiție semicontinuă a unui spațiu metric compact conține elemente de continuitate Următoarea teoremă va fi folosită mai jos (în § , VI): Teorema ') Fie Y un spațiu metric compact și f: Y -> Y o hartă continuă pe Dacă totul este mulţimile f(y) sunt numărabile (sau, mai general, conţin puncte izolate), atunci există o succesiune de mulţimi închise F|, /' , , astfel încât (O U - este un homeomorfism pentru n= , n =• I Dovada Ne este suficient să definim o secvență /•'"-mulți /Іі, / , astfel încât oo ( ) U ILO = / m~I ) miercuri Alexandrov [ , p ] ! dolari iar restricțiile / I A, n sunt unu-la-unu, deoarece dacă setăm A,n = U Am, unde A'm sunt închise, /= atunci secvența necesară F]t F , Fn, se obține prin aranjarea secvenței duble {/!") într-o succesiune simplă Mai mult, fie /?I( R , o bază numărabilă deschisă a spațiului '; setăm ( ) dh=Еѵк"п '(//)=(х) X y Deoarece mulțimea E [/?, Γ) F = (x)], conform lemei din § , III, X / ; este o mulțime Fa (în spațiul ' X Γ), atunci la fel este și mulțimea E [/?m P f (//) = (x)| (în spațiul JFX , X, c - întrucât maparea / este deschisă și, prin urmare, f este continuă (pe baza Corolarul al § , XIV) Proiecția acestei mulțimi pe axa ' este mulțimea A,n (prin formula ( )), și prin urmare A,n este și o ^-mulțime (conform Corolarul la din § , IV) Pentru a demonstra afirmaţia (I) luăm Conform pre poziție, mulțimea f(y) conține un punct izolat, să spunem x Prin urmare, există un m astfel încât - R, Γ) f (//) = (x) când x e Am și y(zf(A, n) În final, demonstrăm că maparea f | At este reciproc fără ambiguitate Fie x e Am, x' ⊂ Am și f(x) = f(x') După definiția lui A, există y și y' astfel încât ( ) Rm P W = (x) și /?, "r)/(/) = (x') Prin urmare y = f(x) și y' = f(x'), și întrucât f(x) = /(x')> atunci y = y' Să înlocuim y' cu y în a doua dintre egalităţi ( ) Vom vedea că x = x' și astfel demonstrația va fi completă VI Exemple Identificarea punctelor Fie o bilă n-dimensională și D fie partiția ei, dintre care un element este limita piarului T, iar celelalte elemente sunt mulțimi de un singur punct (x), unde xC - ^n-| Atunci partiția D este semicontinuă superioară și homeomorfă sferei Ff n (în acest caz spunem că punctele sferei sunt identificate) G kipi Spații compacte Fie ' n\ identifică sărbătorile punctelor diametral opuse Atunci partiția D este homeomorfă la un spațiu proiectiv n-dimensional Mai mult, D este o partiție continuă a sferei ' X este o mapare (B-măsurabilă) a clasei I (adică imaginile inverse ale mulţimilor deschise sunt F(t-mulţimi) Dovada Deoarece ' este un spaţiu metric compact, spaţiul r posedă şi el aceste proprietăţi; prin urmare, x are o bază deschisă numărabilă Deoarece colecția de mulțimi de forma E (K (') membri de forma E (A' P ) (unde k k mulţimea G'c ' este deschisă) este o prebază a spaţiului ' (vezi § , I), este suficient să se demonstreze că preimaginile mulţimilor aparţinând acestei prebaze sunt F(,-mulţimi (cf § ) , II, teorema ) Cu alte cuvinte, trebuie să demonstrăm că, în ipoteza că maparea /•' este semicontinuă, fiecare dintre mulţimi (i) E [L (//) V este semicontinuă, atunci mulțimea punctelor de discontinuitate a mapării F este o mulțime din prima categorie În consecință, dacă spațiul Y este complet, atunci mulțimea de puncte de continuitate a hărții F, adică mulțimea de puncte y astfel încât (cf Observațiile I și II) (lini //" - //) - l (lini F (yn) = F (y)), peste tot dens în U Dovada Prima parte a corolarului rezultă din Teorema din § , X, care afirmă că mulţimea punctelor de discontinuitate a unei funcţii de clasa I este mulţimea primelor! categorii A doua parte decurge din binecunoscuta teoremă a lui Var, care afirmă că într-un spațiu complet complementul unei mulțimi din prima categorie este dens peste tot (vezi § , IV) Cometariu Corolarul I poate fi demonstrat prin ipoteze mai generale, și anume: Y este un spațiu topologic, Y' este un spațiu metric, iar F(y) este compact pentru fiecare y ∈ Y (vezi Forth [I]) Capitolul Spații compacte Corolarul ') Lasă ca în teorema , partea I, D este o submulțime închisă a produsului Y'X (unde Y este un spațiu compact și Y este un spațiu metric) și Γ(y) este secțiunea sa orizontală, adică ( ) F(//) = E[(x, /)£D] X Atunci dacă P este o submulțime Borel a spațiului D, atunci mulțimea B -= E[F(y) £ P] este o submulțime Borel a spațiilor Y Dovada Deoarece Γ este o mapare superioară semi-continuă (prin teorema a articolului I), rezultă că f este o mapare de clasa și, în consecință, mulțimea F~[(P)~B este o mulțime Borel Corolarul ) Familia P} de mulțimi numărabile închise și familia P de mulțimi închise care nu conțin numere iraționale nu sunt mulțimi Borel în spațiul ,y Dovada Fie / o submulțime analitică non-Bolelev a spațiului FJ (cf § , VI) Să definim o submulțime închisă D a spațiului П astfel încât din ( ) să rezulte ( ) E [Z (y) pj = -A = E [/•'(//) P ] y y Această relație completează demonstrația, deoarece din Corolarul va rezulta că mulțimile P și P> nu sunt Borel Fie f: xAB -> A o hartă continuă pe, astfel încât fiecare dintre valorile sale să ia un număr nenumărat de ori (cf § , VII, Observația ; rețineți că ultima ipoteză despre f în demonstrarea faptului că setul P, nu este Borel, poate fi omis) Sa punem Π = Ё [y = /'(*)], unde u X y Deoarece / este continuă, mulțimea E[y = /(-v)] este închisă în X FJ, adică E [y \u d / (- ^ și (,v, //) £ D dau y - f(x), de unde y(~A Cu alte cuvinte, dacă //£// - A, atunci din includerea ( r, y) e D implică includerea - În schimb, dacă y A, atunci mulțimea f(y) este nenumărabilă și, prin urmare, mulțimea F(y) este nenumărabilă, deoarece f(y)cF(y) Prin urmare, Aceasta completează demonstrația relației ( ) (deoarece Р> cu PA Corolarul ') Fiecare partiție superioară semicontinuă D a unui spațiu metric compact A' conține elemente de continuitate Mai precis, familia tuturor elementelor de continuitate este o mulțime densă peste tot în D (în topologia sa factorială) Dovada Conform observației din Secțiunea III, există o hartă continuă f: A' -* Y astfel încât elementele - ale partiției luate în considerare coincid cu mulțimile /(y), unde //£ / (aici / poate fi identificat cu D) Din momentul afișajului Dacă /: Y -> ^ este semicontinuă superioară (cf § , IV, Teorema ), atunci restul demonstrației rezultă din Corolarul I VIP Exemple de mapări de clasa care nu sunt mapări de clasa I Granița (adică maparea F definită de condiția F (/ V, unde /•'(//)- = pentru fiecare //£ /; o mapare / : / este numită un selector al unei mapări F dacă / (//) F (//) Pentru fiecare // C Y• Se poate arăta ) că dacă Y este un spațiu metric, Y este un spațiu complet separabil și !■ este o hartă semicontinuă, atunci există un selector de clasa Această afirmație decurge din următoarea teoremă generală: Fie L o algebră de submulțimi ale spațiului Y (adică dacă A și B sunt elemente ale lui L, atunci A U , A P B și Y-L sunt și ele elemente ale lui L) Notăm cu L" familia numărabilă aditivă generată de L (adică familia tuturor uniunilor numărabile ale elementelor lui L) Să presupunem în continuare că Y este un spațiu complet separabil și Y -> x este o mapare astfel încât A(//) = pentru fiecare y e Y și E [/' (//) P G \u d ] Aa, // oricare ar fi mulţimea deschisă G cu Y Apoi există un selector f: Y->Y astfel încât fl(G)££a, indiferent de set deschis ( c U Această teoremă poate fi aplicată la mapările /^-măsurabile, la funcțiile măsurabile (în sensul lui Lebesgue), la mapările cu proprietatea Baire etc (vezi observația de mai jos) Dintre diferitele aplicații ale acestei teoreme, notăm următoarea afirmație: ■) Vezi Curatonekny | , p ] d) Vezi Kuragovsky și Ryll-Nardzsvsky [I] ?' se numește І -dimensional al clasei a X va fi numită o mapare a clasei a, respectiv, a clasei a , dacă mulțimea E {/• (//) cu G} Și este o multime de clasa aditiva a pentru un G deschis, respectiv multimea E {G(!/) cu / x este o mapare a clasei a (i)e a > ) și F(//) =#= , atunci există un selector B-măsurabil //-> ?', f( y)£F (y), clasa a În cele din urmă, teorema noastră poate fi aplicată mapărilor măsurabile în următorul sens Fie L un câmp numărabil aditiv (deci, numărabil multiplicativ) de submulțimi (de exemplu, câmpul de submulțimi măsurabile Lebesgue ale unui interval) Maparea Y -> /Z' (unde este spațiul topologic) se numește L-măsurabil dacă f~[(G)£L, care ar fi setul deschis ') Pentru diverse condiții care implică existența unui selector continuu, vezi Michael E | ] mier De asemenea e, m, i din spațiile Liidsipiitraus Banach [ ] Dar luminile contează, vezi și Ziua I Kuratov-(• cue [I] Eu sunt Michael E [ , p ], * Capitolul Spații compacte Desigur, o hartă F: : > Γ este L-măsurabilă dacă se mulțumesc E {F (y) P G } și E {F (//) P K } ѵ ,ѵ aparțin lui L pentru orice mulțime /\ care este deschisă în mulțimea G și închisă în UG Din aceasta rezultă următoarea afirmație: Dacă ' este un spațiu complet separabil, Ft Іу -> Γ este o mapare L-măsurabilă și F(y) , atunci există Selector L-măsurabil ft Y -> T, f(y) £ F(y) § Spatiul '!/r I Topologia compact-deschisă a spațiului Yv Fie FE și Y spații topologice arbitrare Introducem o topologie numită topologie naturală sau compact-deschisă în spațiul Yr' după cum urmează Definiție ) Pentru Cc o' si II cv setam ( ) Г(С, ) = Е[/(С) с/ ], unde fțyv f Topologia compact-deschisă a spațiului Yv este definită prin convenția că mulțimea mulțimilor Γ(C, ), unde C este compact și I este deschis, formează o subbază deschisă a spațiului Yx Teorema Dacă mulțimea F c V este închisă, atunci mulțimea Γ(C, F) este închisă și pentru orice CcY (în Vv\ Dovada Este clar că )£F(C, F)^{f(x)£F pentru fiecare x £C}^^{DI'|( /'] pentru fiecare x £C} Prin urmare, /r-T(C, F) ^ U Γ[(x), Y -F] heh £ este continuă Punem V(/) = £' PENTRU orice f £ Y' Atunci maparea y: /r-> este continuă Această afirmație este o consecință a relației ^=[/(( ) cz q>~'(//)] pentru orice f Yv ■ II Continuitatea comună și problemele conexe În părțile II-IV vom presupune că spațiul Y are o topologie compact-deschisă Teorema a I Fie dat f; T -> /; punem w(f, x) = /( r) Dacă R' este un spațiu compact și Y este un spațiu arbitrar, atunci harta w: Yx X A' -> Y este continuă În plus, topologia compact-deschisă este cea mai slabă topologie a spațiului Yx în care w este continuă Dovada Lăsați setul II aY să fie deschis Trebuie să arătăm că setul Exe //] f X este deschisă în Yx X Y, sau, cu alte cuvinte, pentru fiecare / ( v ) H există o mulțime Q deschisă în Yx X A' astfel încât ( ) (Aba-())€Q Și ( ) Qcr'f//), adică [(A x) Q] => [/(*) / ] Deoarece / este continuu și spațiul Y este regulat (cf § , II, Teorema ), există o mulțime deschisă G în Y astfel încât XCO și A(b)c//, adică A, G(", H) Sa punem ( ) Q = r(G,//)XG De aici rezultă că Q este deschis în Yx X Y și includerea ( ) este valabilă Relația ( ) este de asemenea adevărată, deoarece includerea (/, înseamnă (conform ( )) că f(G)c: II și x e G, deci f(x) e ll Aceasta completează demonstrația primei părți a teoremei Pentru a demonstra a doua parte, presupunem că Δ este topologia spațiului Yx, în care maparea w este continuă Trebuie să arătăm că orice mulțime G care este deschisă $ Spațiu pe topologia compact-deschisă a spațiului Yx, este deschisă în topologia Evident, putem presupune că G aparține subbazei spațiului Yv considerat în u eu; astfel, punem ( = Γ(C, //), unde multimea C c A' este compacta si multimea II C Y este deschisa Fie / Γ (C, //), adică f(C)c fl Pentru un χ e C dat există (datorită continuității lui w) două mulțimi deschise V x în spațiu și Wx în spațiul Yv (față de J'-to-pologie) astfel încât x £VX, K Wx și w (f', x') Și JW din toate x' VD și Wx Deoarece mulțimea C este compactă, acoperirea {|ZV} conține o acoperire finită Vх , , VX/I multimii C Punem W = Wx WX/t Evident, multimea W este deschisa in spatiul Vc (fata de topologia , ) si ]'£H În plus, KsG(C, //) Într-adevăr, să presupunem că x' e C Atunci există !r u astfel încât x' £ Vx,;', deoarece // Astfel, ['(C)cH, adică ^( ', R) Teorema I poate fi generalizată după cum urmează: Teorema Fie f și ' la fel ca în teorema , iar Y fie un ^^-spațiu Fie F ()', K) = f (K)- Atunci maparea F: X r -> ?/ este continuă Dovada Fie date }o£Yv și / U În mod evident, putem presupune că W aparține subbazei deschise a spațiului ?/ Prin urmare, se poate presupune că fie (i) VF=E( cG), n sau (ii) VV=E(DLS) = , V unde mulțimea G cu Y" este deschisă ') Pentru spațiile metrice, Teoremele - au fost demonstrate în ediția franceză a acestei cărți (într-un mod mai simplu); vezi cap IV, i VI și VII (vezi și remarca lui Chassar, ibid , p ) Îi datorez formulările acestor teoreme date aici Prof Engelkiig G ina Spatii compacte Luați în considerare mai întâi cazurile (i) Apoi /o(Ko)co, adică pentru fiecare x e Ka avem f (x) e G Deoarece harta w este continuă (prin teorema ), există o mulțime deschisă Vx C V ' și o mulțime deschisă Hxc f astfel încât ( ) foEVx, x e Hx și f(x') e G pentru toate f e Vx și x' e Hx Deoarece {Н x} este o acoperire deschisă a mulțimii (compacte) AD, există o submulțime finită xt, a mulțimii / atunci există / astfel încât x' > Hx , iar din moment ce j e Vxt, atunci, conform ultimei formule ( ), avem f(^)EC Astfel, f(K ) czG și D/Ob W, conform (i) În continuare, luați în considerare cazul (ii) Deoarece /o(Xo) W", atunci fo(Ko) Π G Y = ; în consecință, există x e Kn astfel încât fo(xn)EG Deoarece w este continuă (prin teorema ), rezultă că există seturi deschise şi Hcl' astfel încât Ce ( ) /o€V, x e H și o(x) e G pentru toate f V și x e H Fie U = E(D P N ) Evident, setul U de la-/ S; sa punem /(, L) = f(K, L) = EV[z = f(x, y)](x£K)(yțL) ZX, § Spațiul SUH Dacă PT și Y sunt tf-,-spații compacte, S este un ^-spațiu arbitrar, atunci harta y: ^xxV X x X V -> este continuă În special, harta mu VX / -> , definită de egalitate h \ (K, y) \u d E V [z \u d f (x, //)] (x C K), ZX continuu (pentru un f fix) Dovada Sa punem i|DL MW(M) pentru feZxxV și М ''*?/ P a(K, L) = KXL pentru /C(E T și L^ V Atunci y este o mapare compusă: Y(f, K, T) = W a(K, L)] Deoarece maparea i|i este continuă (prin teorema ) și maparea a este continuă (prin Corolarul al § , I), maparea y este de asemenea continuă Teorema Fie PT un ^-spațiu compact și un ^-spațiu involuntar Apoi setul F= E LHW f X I/ este închisă în spațiul Yx X PT X Y Dovada Să arătăm că complementul mulțimii Φ este deschis Fie (/o, x , yo) să aparțină acestui complement, adică f( vo) = u = V ( ) MxoKU, yo eV și ( ПV = Deoarece harta fQ este continuă și spațiul PT este regulat, există o mulțime deschisă G CHT astfel încât Xo(zG și fa(G)cU Pentru a completa demonstrația, este suficient să arătăm că (U) (/<>, x , //o) G(e, U)XG XV, t s o(G)aU, XoEG, yo£V, Și (I) [F(G, /)XCX ]PF = , Capitolul Spații compacte T S {U(G)c:U)(x E G)(// E V)} => [/( g) //]• Rămâne doar să dovedim relația (II) Dacă xFG și ț(G)c:U, atunci f(x)£U, de unde, conform ( ), f(x)(^V, în timp ce //EE Astfel, f(x)=/= y Sub aceleași ipoteze despre spațiile 'Γ și Y, următoarele corolare sunt adevărate: Corolarul Mulțimea E[/' (■^') = Y] este închisă în ranetov Ug Într-adevăr, E = ^ = P E V ['/ =/(*)] )' la ! t Corolarul Gena F - F, apoi mulțimea EI/H-'OEE] A X este închisă în spațiul Yx X Într-adevăr, E [/ (x) E Z ] = ^ I (A), i'De w(f, x) = f(x); deci f, X întrucât w este continuă (prin teorema ), aceasta completează demonstrația Corolarul Fie mulțimea G deschisă și mulțimea F închisă (în Y) Apoi seturile E [}'(//) C ' și E [/-'(/•') C ( ] eu, U G sunt deschise respectiv în spațiile Yv X Y și Yx Prima parte a acestui corolar rezultă din relația de echivalență [ f (//K C] ѵ {[// = /(•*)! ( ѵ E * - G)}, X întrucât mulţimea punctelor (/, x, y) care satisfac condiţia în acolade este închisă (prin Teorema , cf şi Teorema din § , IX) În mod similar, a doua parte (pe baza Corolarului ) decurge din relația de echivalență [/" (/•') φ G] - V {[/ ( v) E A] (x E * - G)} Cometariu Majoritatea teoremelor din această secțiune, care sunt om-multiple pentru spații compacte, pot fi extinse și la spații compacte local § Spatiul CYL III operatie de ingustare Spectre inverse Lasă uh Notăm cu pc operația de restricție: pc(/) = / C pentru un Cc G dat; astfel, rs: UT->US Teorema Dacă mulţimea C este compactă, atunci operaţia restricţiei lui Pc este continuă Dovada Trebuie să arătăm că dacă mulţimea Φ cu Yc este deschisă, atunci mulţimea p~'(Φ) este deschisă în spaţiul Yx În mod evident, putem presupune că c|> are forma Φ = Γ(C|, //), unde ( ) Γ(C ; //) = E[^(C )c//], A iar mulţimea Ci c C este compactă De aceea / Pc (F) (f I C) F \u d (/ C) (C,) s Nu / (C,) s I, t s p~'(F) = T(C,, R) Aceasta completează dovada Fie f|C = pc(f) > , ca mai înainte, pentru Φc: Yx fie Φ|C = Pc(Φ), adică Φ|C este mulțimea tuturor elementelor φ e Y': de forma g - j\ C, unde TEOREMA ( ) (/ F) [(/I C) F| C pentru orice compact C C US] Dovada Implicația de la stânga la dreapta este o consecință directă a teoremei Pentru a demonstra implicația inversă, să presupunem că /o(£f Trebuie să definim o mulțime compactă Cc Y astfel încât ( ) - Doamna£f[E Prin presupunere, există două sisteme finite C[, , Cn și // Rn (compact și, respectiv, deschis) ty seturi), astfel încât ( ) GobT(C', //,)P PG(Cn, CC^-F Argilă Spații compacte Fie C = C| U • • • U Cn și scrieți pe scurt #o = /oI C Pentru a demonstra relația ( ), este evident suficient să arătăm că ( ) ^€Г(СІ( Рі)П ГГ(С", Р") Y, unde Ε este un spațiu metric (sau, mai general, Ε este un ^-spațiu cu proprietatea k, vezi mai jos) Dacă restricția f | C este continuă, indiferent de mulțimea compactă C A pentru n = , , Notăm cu C mulțimea {p , pc, , pn, •••)• Evident că mulțimea C este compactă, dar mulțimea A(]C nu este închisă Rămâne să arătăm că dacă C este continuă pentru orice mulțime compactă C c: GE, atunci f este continuă (pe GE), adică mulțimea f~l(F) este închisă pentru fiecare F închis în Y Punem A~ f~ i{F) Este evident (cf § , III, ( )) că A{)C = f~l {F)ț)C = (f\ C)~} (F) *) Un studiu detaliat al spațiilor care au proprietatea /r-m este realizat în lucrarea lui Arkhangel'skii [ ] Spațiul U , Ultima multime este inchisa (deoarece / | C este continua), iar din aceasta, in virtutea proprietatii , rezulta ca multimea A este inchisa Cometariu Această teoremă poate fi aplicată și în cazul în care și / sunt ^'"-spații Pentru fiecare T notăm cu (| o mulțime deschisă în Yv care conține /(| Trebuie să definim o mapare continuă y: Y/*' -> , , astfel încât (C) == O și #( -//)=-I Notăm cu y(/') ultimul punct al mulţimii yf(C) Prin urmare, y: G ',/, U: Vc-> " n F (/) - Sus ; sa punem ( ) II (-V) - g (x, O- Astfel, maparea f, considerată în funcție de /, atribuie fiecăruia o mapare pentru care x este o variabilă independentă (cf § , VII) USD Nave spațiale tpo Teorema ') Leli maparea μ este continuă, apoi maparea f este de asemenea continuă, adică de ex ( ) tfE^'^fE^T Dovada Fie mulțimea Q deschisă în spațiul Yx Trebuie să arătăm că mulţimea [ (Q) este deschisă în D Putem presupune, desigur, că Q are forma Q - Γ (C, /), unde mulţimea C este compactă şi II A', iar Mulțimea II este deschisă în Y Prin urmare, pentru un /(> E / (Q) dat, trebuie să definim o mulțime deschisă U în spațiul A, astfel încât ( ) NII și t/c=r'(Q) În continuare, avem ( ) kEG'(^)! ^(//E^D^GL(-v)EH pentru fiecare xEC] Deoarece /oE/~'(Q)- rezultă din ( ) că /l( v, / )E// pentru fiecare x ∈ C, adică C X (/ ) cz Dn (//) Deoarece maparea p este continuă, mulțimea p~ (Π) este deschisă în Y" XA și, prin urmare, este uniunea produsului (este X Us a mulțimilor deschise (în spații și respectiv A): G't-'ib'L ich S Deoarece mulțimea C X (ft)) cz p~' (II) este compactă, capacul {G , XU,} conține o subacoperire finită: ( ) C X (/<>) c=(G L , X D,) U ••• U ( \X Uxn), unde E (D, P • • P Punem U USf Π ••• P D v Apoi t(}^U și mulțimea U este deschisă în spațiul D Pentru a demonstra a doua parte a relației ( ), presupunem că I ∈ U Deoarece C st [J J (Is ), atunci pentru fiecare n-EC (x, /)E(SD, x (AsJU U( ' ,n X u ^ stc-cp), adică p(x, /)ED, de unde Inversul teoremei I este următorul Teorema Pret este un spațiu negru obișnuit local compact Atunci, dacă maparea f este continuă, atunci maparea u este de asemenea continuă ■) Vezi Fox [I, p , Lema I] mier de asemenea bp stup [ ] Argila Compact Aceasta înseamnă (prin teorema ) că ( ) ge^VXT =інт Dovada Fie mulţimea Η deschisă în spaţiul Y Trebuie să arătăm că mulţimea Δ~'(//) este deschisă în spaţiul ' X J mulţimile deschise G (în A') şi U (în D) astfel acea ( ) x GG și GX Ps=d/-'(D) Deoarece f, cz /r și y(x ) = g(x ), există o mulțime deschisă Ga în spațiul A' astfel încât xu € G() și Datorită regularităţii şi compactităţii locale a spaţiului A? există o mulțime deschisă G astfel încât x G, mulțimea G este compactă și G cu Gn De aici rezultă că ( ) f/o(G)c=/JGo)cc//, adică ^'(G, /Γ) Sa punem ( ) [ = Γ'[Γ(C, D)], adică /EG^^ T(G, //) Deoarece maparea f este continuă și mulțimea T(G, //) este deschisă (prin definiția topologiei compact-deschise), mulțimea U este deschisă Mai mult, t^țU, conform ( ) Pentru a demonstra a doua relație din ( ) presupunem că xG G și t £ U Trebuie să arătăm că q( v, tjțll, adică /Ax)£// Prin includerea t e U, conform ( ), înseamnă că Λ C Γ( , / ), și întrucât T(G, R) /DM TLD U V J sus J cu condiția ca A și B să fie închise în A (J B și A f) B = ; ( ) ( ) jyf top este continuă, UT este compactă și /(^) este cu condiția ca f să fie un ^-spațiu nota teorema ) următoarea formulă: ( ) top atâta timp cât este compact Și anume, să atribuim fiecărei /£ /r graficul său Lema Fie maparea f: D -> 'Y? este continuă iar mulţimea Cc ^ este compactă Fie u(t) = ft\C Atunci v: J'-> Vc este continuu Dovada Fie A C D și t £ A^ Să arătăm că v(/) C v(A) Deoarece / este continuă, din t £ A rezultă că ft £ f(A) Punem Ф = /(А) în III ( ) Apoi {ft | C) E F | C Aceasta completează demonstrația, deoarece Φ|C = ci(A) Teorema Dacă T este un spațiu metric (sau, mai general, un ^-spațiu cu proprietatea k), atunci relația ( ) este valabilă Dovada Luând în considerare teorema , trebuie doar să demonstrăm că dacă / este continuă, atunci la fel este și g; pentru aceasta este suficient să arătăm că g |C X D este continuu pentru fiecare compact Ccr-x' (cf III ( )) Să scriem (ca mai sus) u(/) = /DS Deoarece / este continuu, atunci (conform lemei) v este și continuu, adică | SxD continuu Observația Presupunerea că D este un spațiu metric poate fi omisă, deoarece produsul spațiului În cele din urmă, se poate dovedi (cf § , X, dec Eu' Yu Capitolul Spații compacte proprietate care are proprietatea /r, iar un spațiu compact are proprietatea /r*) V Topologia convergenţei uniforme a spaţiului Z/r Reamintim că pentru o mulțime arbitrară dată E și un spațiu metric / notăm cu Φ( ', /) familia tuturor mapărilor mărginite f: ,E -> Y Această familie poate fi privită ca un spațiu metric prin definirea distanței după cum urmează (vezi § , X, p ): ( ) IA-M = sup [A(x)-M*)I- X Adăugăm că convergenţa în spaţiul Φ( ^, Y) coincide cu convergenţa uniformă (vezi Corolarul la, § , X) Topologia spațiului Φ[ E, Y) indusă de distanța definită mai sus se numește topologia convergenței uniforme Teorema Dacă E este compact și Y este un spațiu metric, atunci Yx c~ există două sisteme C,, , Cn și H{, , Hn (mulțimile C/ c , astfel încât ( ) f e [T(Cn/ ,)l P r(Cn, //n)] c k(fn, e), unde K(fn, e) este o bilă centrată în punctul / din raza e, adică K (fo, e) \u d E I f - f K (f , e) Fie mulțimea G deschisă în topologia compact-deschisă a spațiului Yx Trebuie să arătăm că este deschis în topologia convergenței uniforme ) Fără pierderea generalității, putem presupune că G = r(C, R) Fie /oE^(C, R) Trebuie să definim un număr e > astfel încât ( ) I / -/o I , și deoarece mulțimea C este compactă și p este o funcție continuă a lui x (cf § , IV, ( )), apoi p atinge limita sa inferioară pe mulțimea C (vezi § , VI, Corolarul c) Prin urmare, în > Să I/ -/oI Atunci există g £ Yc astfel încât ( ) ІІІ)ПІ(В) = și |g-fl Fie n astfel încât ~r n, ) d p(x, d) + p(x, )' ) gz(x) = pentru <>"+! ■) Vezi Kuratovsky , p ] ) miercuri Roberts [ , p ( ] Capitolul Spații compacte În consecință, g'I+ (x) = pentru x(~A, de unde ?/" = pentru y £ g(A) ) Pe de altă parte, pentru //C I (B) avem ?/'+| = Aceasta completează demonstrația primei relații din ( ) Al doilea poate fi dovedit astfel: oo \g{x)-f(x)\ = S I|g'(x)- 'U)l = i = i oo - S -V(xW'(*)k "n Y'\ Punem p = (Pi, P , • • •); atunci p: ' X Y' X și, conform ( ), ( ) (/€Ф>Л[рі(П€р (Ф)Мр(/)€рЖ i Aceasta înseamnă că p este un homeomorfism și astfel se demonstrează ( ) În plus, deoarece spațiul ΓΓ este metrizabil (cf V ( )), distanța dintre două elemente f = (fb f , ) și p = (φ> ••■) spațiile Y^XY'^X pot fi egalate (cf § , VI, p ) oo i = i Aceasta completează demonstrația teoremei În plus, folosind aceste argumente, ca și în cazul Teoremei , itemul III, obținem următoarele TEOREMA s °o J ( ) /lim I lim/*(xA) = f(x)]; \fe->oo / lfe->oo J aceasta înseamnă că convergența în spațiu este convergență continuă Teorema Dacă spațiul Y este separabil, atunci și spațiul este separabil Dacă spațiul Y este complet, atunci și spațiul Y este complet Prima afirmație rezultă din ( ), deoarece spațiul /A/ este separabil (vezi Observația de la punctul V) Pentru a demonstra a doua afirmație, folosim formula ( ) și faptul că produsul VG X V , X al spațiilor complete (vezi Teorema , itemul V), metrizat prin formula ( ), este un spațiu complet ( vezi Teorema din § , III) Mai mult, p este o hartă izometrică a spațiului /r pe o submulțime închisă a produsului /A' X /A X (prin teorema ) Teorema Fie o secvență de mulțimi cz unde /?•=■!, , și o secvență de numere naturale mi, m , , astfel încât ( ) F/e IF, "Ft; I Ft pentru k>mi și /= , Atunci există o secvență convergentă potrivită f , , r mt, de unde f =* lim fk (conform ( )) k + oo /Dovada Evident, putem presupune că w, Y, notată prin simbolul (#r)mulțimea, devine spațiu topologic Dacă totuși ne limităm la hărți continue f (presupunând că spațiul Y este topologic), atunci spațiul Yv este dotat în modul indicat cu o topologie numită topologia convergenței punctuale Acest nume este legat de faptul că rețeaua (vezi § , IX) {/J converge către g dacă și numai dacă {/Ax)} converge către #(x) în fiecare punct χ £/A" (cazul numărabil produs, vezi § , IV) Este ușor de arătat că mulțimile Γ(B, I), unde /•' este o submulțime finită a spațiului Y și // este o submulțime deschisă a spațiului Y, formează baza topologiei indicate a spațiului Yv De aici rezultă că topologia convergenței punctuale este mai slabă decât topologia compact-deschisă a spațiului Y § Întrebări ale teoriei dimensiunii (continuare) Acest paragraf este o continuare a § - din primul volum Aici vom folosi notiunea de compactitate studiata in sectiunile anterioare ale acestui articol În § se presupune că spațiul Y este metric separabil') I Mapări de ordin k Punctul // se numește valoarea mapării / a ordinului /r, dacă mulțimea ) '(//) este formată din k elemente Se spune că o mapare are ordinea =C/r dacă fiecare dintre valorile sale are ordinea =C/r Lema Fie Lo, , Ar este un sistem de submulțimi care nu se intersectează ale spațiului Y, iar f este o mapare a spațiului Y de ordinul k > ir Să ne prefacem că ( ) V = PL)P W(L) Atunci restricția ft = f| [L; f| f ~ l (B)] are ordinul - În plus, dacă setăm Ct = (A,) - D-, atunci îngustarea nie are ordinul "T/? - ') Pentru o abordare mai generală, a se vedea și lucrarea lui IIgat [ ] § Întrebări ale teoriei dimensiunii (continuare) Dovada Să presupunem // /ГЛГі/' ' (B)] Deoarece (cf § , ( )) ( ) NLAG (D)I = VPNL) = B, atunci există un sistem de (r + ) puncte x , , xr astfel încât xx e Aa, , xr e Ar și y = f(xa) = = f(xr) Din moment ce seturile Lo •••> Ar "e se intersectează, mulțimea [~ (y) n A/ este formată din cel mult Ir - r puncte, iar mulțimea G'SHLPG'(V), adică ^'(//) din aproape același motiv În mod similar, dacă y £ f(C{) = PL)P f (-E - D), atunci y are un punct de ordine /r - I al mapării /| ?' -D și, în consecință, mapări /|C/ Teorema ) (Gurevich ) Dacă o mapare continuă f de ordinul ^ k (IrA^ ) mapează un spațiu compact AG, atunci dim /( ?") sC dim AG + k - Mai general, dacă D, , AG ( D r D/r) este un sistem de mulțimi închise disjunse, atunci dim(/(/ )f] P/(LG)) D dim At + k- r- Dovada Prima parte a teoremei va fi demonstrată prin inducție Lăsați să se estompeze?" - p În cazul în care fie n = - , fie k - , afirmația este evidentă Să presupunem că este valabil pentru n ~ , indiferent de valoarea lui k, și că este valabil și pentru perechea n și f - Fie //Cf('^) și S o bilă deschisă centrată pe y Vrem să definim o vecinătate E a lui y în f( %") astfel încât E C S și dim Fr(t) D n + /r - Prin teorema din § , II, există o mulțime deschisă G într-un /r-p-spațiu Δ astfel încât l~\y}aG, Gaf~l(S) și dim (G - G) u + în P, este o mulţime de prima categorie în Φ Demonstrație Deoarece Φ este o submulțime nevidă (§ , VI, corolar a) și închis (§ , II, corolar ) a spațiului complet (§ , VII, Teorema ), este suficient să se demonstreze a doua parte a teoremei , deoarece conform teoremei lui Baer, o submulțime din prima categorie nu poate umple întregul spațiu Prin definiție Φ, fiecare funcție / E Φ corespunde unui întreg pozitiv I și unui sistem de puncte x , •••, ^n+i> astfel încât ( ) f (X/) - {(x j) P și |xz-x/|>l// pentru •••, xn+I care satisface relaţia ( ); Apoi OO h' = și h', unsprezece Ideea demonstrației este de a arăta că mulțimea Φ/ nu este nicăieri densă în Φ ■) Vezi Kuratovsky [ , p ] Dar G iiicha Spații compacte Din moment ce 'si; este închisă, atunci, după cum este ușor de observat ), sarcina noastră este să arătăm că Tx este un set de granițe, i e fiecărui element / e Φ şi fiecărui e > îi corespunde o mapare /* astfel încât ( ) GEF-'G, Și ( ) Deoarece maparea / este uniform continuă pe spațiu, acesta din urmă poate fi împărțit în părți închise disjunse astfel încât ^ = C U UCm, d[/(Cz)I xn + I un sistem de puncte care satisface condiția ( ) (în care / este înlocuit cu f) Deoarece δ(Cr) /Z] [I (xz) = / (x/) £P]} jȘ Probleme în teoria dimensiunii (continuare) Astfel condiția ( ) este dovedită prin această contradicție Prin urmare, obținem inegalitatea ( ) Într-adevăr, pe baza ( ) și ( ), avem f(x)Ef(Ci) O, se obține (cf § , I, Teorema I) dini = dim > o (cu excepția cazului când Z'o = O , care poate fi omis din moment ce dim ^^O) În consecință, rămâne doar să arătăm că dim Z'o unde i = , , n și fie JD; atunci ^=GoU U Gm Prin urmare, proprietatea Dn a spațiului implică existența unui sistem de mulțimi deschise Ia, , astfel încât •G-Doi U Hm, HL cu Gt și / Lo ( P / D "u \u d Punând Bz = Δ, Π ^o, obținem Bo = și jr = B, u ■) Pentru cazul unui spațiu arbitrar, vezi § VII, Corolarul Capitolul Spații compacte Aceste relații împreună cu ( ) arată că R satisface condiția Dn Teorema Fie P\, P o secvență de mulțimi perfecte într-un spațiu compact YG Apoi, există o hartă continuă a mulțimii pe R, astfel încât fiecare punct al mulțimii Pi(i=i, , are ordinul dim Pi+ Dovada Fie Φ aceeași semnificație ca în teorema , și fie mulțimea funcțiilor f e Φ care nu îndeplinesc condițiile teoremei Avem de ordin > dim Pt + pe mulțimea Pt Deoarece este o mulțime din prima categorie în Ф (conform teoremei ), același lucru este valabil și pentru Ch Prin urmare Φ - χ' = Să ne întoarcem la considerarea reprezentării parametrice a mulțimilor închise (nu neapărat perfectă) Lema Fiecare submulțime închisă F a unui spațiu YG perfect compact este conținută într-o mulțime perfectă P astfel încât dini P = dim P În consecință (dacă înlocuim cubul Hilbert în loc de RH, rezultă că fiecare spațiu compact este conținut topologic într-un spațiu compact perfect de aceeași dimensiune Dovada Dacă pit p , este o succesiune de puncte izolate în F și Pt este o mulțime perfectă astfel încât Pi ales corespunzător *) Vezi generalizarea lui Roberts [ , p ] |Ș Întrebări ale teoriei dimensiunii (continuare) Dovada Luați în considerare spațiul ca un subset al spațiului și să fie Pi o mulțime perfectă (în așa fel încât PiCzP'i și dim A = dim P* Fie f, în conformitate cu teorema , o mapare continuă pe astfel încât fiecare punct al mulțimii P\ are ordinul ^dimPz+ Să punem " = / I(^); apoi - maparea necesară "o și Teorema Dacă G este o submulțime deschisă n-dimensională a unui spațiu compact T, atunci există un spațiu compact cu dimensiune zero și o hartă continuă f a spațiului J"o pe , astfel încât fiecare punct al mulțimii G are ordine ^n + Dovada Dacă Pt, P , este o secvență de mulțimi închise astfel încât O = P|U^ U •••> atunci rămâne doar să aplicăm a doua parte a teoremei Remarci Pentru n = , din teorema rezultă că orice spațiu perfect zero-dimensional este homeomorf unei mulțimi Kaptor Toate aceste spații au același tip topologic și posedă toate proprietățile topologice ale spațiului (de exemplu, proprietatea de omogenitate) Pentru spațiile compacte numărabile IE, următoarele sunt valabile Teorema Mazurkiewicz-Serpi ) Dacă ^ poate fi împărțit într-un număr finit de mulțimi închise astfel încât diametrul fiecăreia dintre ele astfel încât fiecare set de diametru există o mapare continuă a mulțimii A într-un poliedru unidimensional astfel încât imaginea fiecărui punct să aibă diametrul Cu alte cuvinte, funcția dn(F) este semicontinuă superioară în spațiul x Dovada Dacă Г este un sistem de seturi deschise Go Gm care îndeplinește condițiile ( ) și ( ), atunci familia Fg \u d E (/? cg G U UG, ") G USD Întrebări despre teoria dimensiunilor (continuare) este deschis în d (cf § , II, Teorema ) Același lucru este valabil și pentru familie E[ (A L OFfcCGoU UGm) Fk și aplicați Teorema din § , V în loc de Teorema din § , II De aici rezultă că mulţimea Φ, este deschisă în spaţiul ( x)k Teorema Dacă spațiul XE este compact, atunci există o mulțime F £ X astfel încât dn(F) = dn(XE) și din condițiile X£ X și X cu F =#= X rezultă că dn(X ) n - pentru valori suficient de mari ale /r, deoarece în acest caz dn(F) (ii) Mulțimea E(dimF^n) nu este neapărat de tip Fn și, în consecință, eu- în consecință, funcția dim/ nu este neapărat de primă clasă De exemplu, dacă AT == $, atunci familiile și F\, constând din mulțimi -dimensionale și, respectiv, -dimensionale F, sunt peste tot dense în spațiul x Prin urmare, F jȘ- Întrebări despre teoria dimensiunii (continuare) Mulțimea E A {d irn[/ (//)|^l} este o mulțime Gb eu si Dovada Fie Φ;/ = E {dn |} I (//)] care demonstrează partea a doua a teoremei Teorema Fie A și B mulțimi compacte; atunci inegalitățile dn(A) astfel încât din relaţiile f( ) = H [) \ ]H,n și (/ z) ) Mier Aleksandrov [ , p ], precum și Kuratovsky și Ulam [ , p ] § Întrebări ale teoriei dimensiunii (continuare) Conform condiției (i), putem presupune că mulțimile Hi sunt deschise și /L P PY/"" Dacă setăm Gt = f~'(A;), atunci condiţiile ( )-( ) vor fi îndeplinite; deci dn(X) a unei k-deplasări a spațiului AG într-un poliedru n-dimensional ); ) gradul dn( r) este cel mai mic infim dintre numerele k( r, ) ), unde Y străbate mulțimea tuturor spațiilor compacte de dimensiune () există un sistem de mulțimi închise Ah , An care îndeplinește condiția ( + ) V Nucleul dimensional al unui spațiu compact O mulțime N se numește un nucleu dimensional (cf § , V) al unui spațiu n-dimensional dacă N este mulțimea tuturor punctelor p astfel încât dimp^' = n În cazul general, nucleul de dimensiuni al unui spațiu metric separabil are dimensiunea ^n - , dar nu trebuie să fie /r-dimensional (și anume, dacă spațiul este slab /r-dimensional; cf § , VI) Totuși, dacă spațiul este compact, atunci următoarea teoremă a lui Menger este valabilă: Teorema Nucleul dimensional N al spațiului compact n-dimensional T este n-dimensional în fiecare dintre punctele sale Astfel dimV = n Dovada Să presupunem contrariul, adică care este dimpM Apoi există un set deschis G astfel încât ( ) P^G, (G) n- , adică dim f~ l ( , P D) > și - I Pe de altă parte, deoarece dim(/l| n A ) dim/- (L] P L ) - k Prin urmare, obținem asta t - I p - - k Corolarul ) Dacă spațiul AE este compact și f este o hartă deschisă a spațiului AE astfel încât mulțimile Γ (y) să fie numărabile, atunci dim / (^) = dim AE, ') Vezi Gurevici [ , p ] ) Vezi Aleksandrov [ ] USD Întrebări despre teoria dimensiunilor (continuare) Dovada Din teorema rezultă că dim ^^ dim/( /■), și, conform teoremei din § , V, există o succesiune de mulțimi închise Fb F , , astfel încât f( n = m)lW )U și f(Ft) este homeomorf cu Flt, deci, astfel încât dim f (Fi) - dim Ft dim US De aici, prin teorema uniunii (§ , I, teorema ), rezultă că dim f (OS) dim ,F Cometariu Presupunerea că mulțimile f~'(y) iie sunt numărabile poate fi înlocuită ) cu condiția dim/~*(//) = (ceea ce înseamnă că maparea f este -dimensională) Într-adevăr, pentru fiecare spațiu compact Y de dimensiune pozitivă există un (spațiu compact dimensional SS și o hartă deschisă -dimensională f a spațiului Y pe Y ) Teorema Să fie date trei spații compacte PS, Y\ și Y și două mapări f: PS->Ui, i= , )(*), f (x)] Dacă dim f~l (z) k pentru toți z ^ Y^X Y , atunci dim/~'(//,)dim Y +k pentru fiecare Y^YV Dovada Fixează un punct eu! =f | RG'Oi)|- Din relatii {h (x) = // } = { [fi (x) = z/j] [f (x) = y ] } = {/ (x) = (z/i, x)} rezultă că h~' (z/ ) (yi, y ), deci dim h~' (*/ ) și zn > există o hartă deschisă monotonă pe fm Capitolul Spații compacte VII Spațiul pentru r dim SK + Teorema (Teorema de încorporare a lui Möngsr și Pöbeling') ) Fiecare spațiu metric separabil n-dimensional este conținut topologic în cubul ff n+i: dacă dim^ = n, atunci ^Tcff n+l top Mai precis ), dacă mulțimea închisă Ec K satisface condiția Dn și dacă r > n + , atunci funcțiile ffz(&r)\ astfel încât restricția f\E este un homeomorfism formează o mulțime reziduală (adică complementul) a unei multimi din prima categorie ) in spatiu (fG)x- Dovada Dacă A și B sunt două submulțimi închise care se intersectează ale lui E, atunci notăm cu FAD familia de funcții i? t)pn(B) = o Deoarece mulțimea Ε satisface condiția Dn și r > n+ , Teorema din § , VII arată că Fv = ( n, atunci mulțimea Ε [,η ( ') ∩ A/ = ] este peste tot dens și în spaţiul ( / ' '') (conform observaţiei la Teorema din § , VII) Dar această mulţime este deschisă şi în spaţiul indicat (cf § , II, Teorema şi § , V, Teorema ); deci n + Capitolul , Spații compacte Întrucât unirea (n + ) mulțimilor zero-dimensionale are dimensiune (cf § , Teorema ), rămâne doar să arătăm că*) ( ) dim/?ft, m = ( ) pentru care x^l^ = rj , , x^ - r!k și toate celelalte coordonate sunt iraționale Apoi si z!;; unde suma se extinde la toate sistemele q deoarece fiecare punct x i , , Іb i , Ib multimea Z/J, ik~ Z/(> ik are, pe langa coordonatele xik = rik, cel putin un rational coordonată și, în consecință, x^Rk ') Vezi Menger [ , p ] ) Gurevici [ , p ] § Întrebări ale teoriei dimensiunii (continuare) Deoarece spațiul E satisface condiția D([, atunci mulțimea Φ este densă peste tot în spațiu (conform Teoremei din § , VII) Prin urmare, este o mulțime reziduală în acest spațiu (Borsuk [ , p ]) și aceasta este intersecția lui Φ cu mulțimea tuturor homeomorfismelor, deoarece ultima mulțime este un rest, conform teoremei Observații, (i) Observația (ii) la Teorema , combinată cu Teorema , conduce la următoarea concluzie Există un spațiu compact n-dimensional având cel mai înalt rang topologic dintre toate spațiile metrice separabile de dimensiunea ^ n Acesta este spațiul compact n-dimensional care conține topologic mulțimea Na (ii) Teorema poate fi generalizată după cum urmează') Dacă (Ііпі^^п, atunci mulțimea de homeomorfisme g astfel încât dim g-( Z')^n și pentru orice x C A-dimensiunea spațiului E în punctul x este egală cu dimensiunea mulțimii g(-E) în punctul g (x), este o mulțime reziduală în spațiul (Hr)v Corolarul Inegalitatea ciiin A' n şi condiţia Dn sunt echivalente Dovada Din inegalitatea dim/Z'^n rezultă condiţia Dzl, conform § , Teorema , III Dimpotrivă, din condiția Dn, conform teoremei , rezultă că spațiul E este homeomorf la o submulțime de o mulțime de dimensiuni ns mai mare decât n, și deci dim T'^/z Este ușor de observat că demonstrația Teoremei se bazează în esență pe următoarea aserțiune (care este o consecință directă a Teoremelor § , VII, și § , V, a) Teorema Dacă A și B sunt două mulțimi n-dimensionale închise, neintersectate, și E = A U B, atunci colecția tuturor funcțiilor g care satisface condiția ^i)nіTv) = o, este un set deschis dens peste tot în spațiu Teorema ' Fie date I + mulţimi închise Xo într-un spaţiu metric separabil A', ■ · ■ > Ai ) Vezi Kuratowski [ , p ] pentru demonstrație mier de asemenea Gurevici | , p ] Legea Capitolul Spații compacte dimensiune apoi mulţimea Φ de funcţii, g, care satisface condiţia ( ) dim [g (A) A ••• A g (A)] T Presupuneți asta și identificați-l pe W cu g( ^') Apoi dim[g(Ao)n A g (A z)] = gііm(A A ••• ALD Prin urmare, conform ( ), dim [g (Ao) P A g (Afz)J = dim (Ao A A A^), de unde urmează ( ) există o succesiune de homeomorfisme /i astfel încât hiiAt) , Atunci g£(£fr)s și, prin urmare, conform teoremelor și , există un homeomorfism h£($r)s astfel încât |A -g| dim teorema lui Gurevici ) Dacă dim-T^n , atunci există o funcție g: ■%'->$', a cărei valoare nu este luată în mai mult de nr puncte, unde nr este cel mai mic întreg care satisface condiția nr y* Mai general, dacă V k este o mulțime de valori de ordin >/r ale funcției g, atunci ( ) dim Vk n - k(r - n) pentru k • Mai mult, mulțimea funcțiilor BH g care satisface condiția (I) și, în consecință, mulțimea r () '^ f) sunt reziduuri în spațiu Dovada Fie /? ( /? , baza spațiului și fie că y = g(xo)= = g(xft) În consecință, există un sistem de indici S"(t , " e) astfel încât mulțimile Riq, , Ri nu se intersectează și y€at(^)P Пg(R^)c Rа(^), Unde ( ) c = y g(^) Π A£(K) Aceasta este o uniune numărabilă de seturi închise; prin urmare, ipoteza că funcția g nu satisface condiția (I) implică existența unui sistem S astfel încât ( ) dim [g (RiJ P f)g(/?/J]>n-k(r-n) Cu alte cuvinte, dacă g(£ fft, atunci există un sistem S care satisface condiția ( ) Dacă Г este mulțimea de funcții g care satisface condiția ( ), atunci tt-^sig? *) Vezi Gurevici [ , p ] Vezi și Eilepberg [ , p ] Capitolul Spații compacte Deoarece Γ este o mulțime de graniță (prin Teorema din § , VII) și o mulțime /^ (IV, Teorema și § , V, Teorema ), rezultă că BH este o mulțime reziduală Exemplu Dacă dim ^'=l (de exemplu, în cazul în care ^ este o curbă), atunci dE poate fi mapat pe plan în așa fel încât niciunul dintre punctele planului să nu fie acoperit de mai mult de două puncte de iar punctele de referință ale planului care sunt acoperite de două puncte ale mulțimii are măsura IX Spațiul ( r)x pentru r^dim V teorema lui Gurevici ) Dacă dim n, atunci există o funcție g: A' -> r astfel încât ( ) dim[g~! (#)] - z pentru fiecare yfzg( E) Mai mult, dacă spațiul , este compact și dim ~^", atunci mulțimea de funcții g care satisface condiția (I) este o mulțime reziduală ^ în spațiul (φΓ)x Dovada Deoarece fiecare spațiu este conținut într-un spațiu compact de aceeași dimensiune (VII, Teorema ), este suficient să stabilim validitatea celei de-a doua părți a teoremei Mai întâi, luăm în considerare cazul când r = n Deoarece mulțimea g"'(//) este compactă, condiția dim [£ (//)] = este echivalentă (IV, Teorema ) cu condiția φ [g (r/)] = , ceea ce înseamnă că ( ) Φ [£-'(!/)] Definim funcția R "Zp in felul urmator: / \ J pentru *(X)~\ pentru r gn cu imagini inverse -dimensionale ale punctelor, astfel încât | g, - f, | g și |g -/| ') Definiția conexiunii adoptată aici se întoarce la Iordania [I, p ] mier Stuc |I, p ) Scopul său este de a exprima în limbaj topologic noțiunea intuitivă a continuității unui set de puncte USD Conectivitate Într-adevăr, C P C P / P C ~ L c C Gі /I| ,Z'- A = = SPRgI) Teorema Dacă mulţimea C nu este conectată, atunci există o mulţime deschisă G astfel încât CQG ^ ^ C-G și CnFr(G) = (Se presupune că spațiul este metric; mai general, poate fi considerat a fi ereditar normal ) Dovada Să presupunem că X și Y îndeplinesc condițiile ( ); sa punem G = E[p(x, X) / este continuă, x Și iar Y este un spațiu arbitrar, deoarece acest grafic este un homeomorf al lui EJ (vezi Teorema în § , V) Consecință Pentru Spațiul EE este conectat dacă și numai dacă fiecare funcție continuă f: are proprietatea Darboux (adică trece de la o valoare la alta, luând toate valorile intermediare) Capitolul Spații conectate Dovada Fie conectat spațiul T și maparea f continuă; apoi prin Teorema se leagă mulţimea /( ^') şi având în vedere observaţiile anterioare rezultă imediat că f are proprietatea Darboux Dacă spațiul T nu este conectat, atunci A' = A IJ B, unde A și B sunt mulțimi închise nevide care nu se intersectează Punem f(x) - O pentru x e A și f(x) -\ pentru x e B Atunci funcția f este continuă, dar nu are proprietatea Darboux Teorema Cardinalitatea unui spațiu conex complet regulat C care conține mai mult de un punct este de cel puțin c Dovada Fie a și b două puncte distincte în C Atunci există o funcție continuă f: C -+ astfel încât f(a) = și f(b) = Prin corolarul a, ffczf(C), care completează dovada Cometariu Există (infinite) spații conexe numărabile a') TEOREMA Dacă C este un spațiu metric separabil conex (conținând mai mult de un punct), atunci ciirncC=U= pentru fiecare p e C Într-adevăr, altfel ar exista o vecinătate clopenă a punctului p, distinctă de C Teorema Fie f: -> o funcție a primei clase Dați astfel încât f(x)£/(xx') și f(x')£î(xx') pentru fiecare interval deschis xx' Fie y = f( ) Atunci Y este conectat Dovada Să presupunem că F este o submulțime deschisă-închisă a spațiului Y și = £= F Y Punem A = f~l(F) Din legătura rezultă că Fr(A) = A P - A = £ Întrucât f este o funcție a primei clase, restricția f |Fr(A) are un punct de continuitate a (§ , VII) Deoarece F și Y - F și, prin urmare, A și - A, satisfac aceleași ipoteze, putem presupune că a e A și, prin urmare, a e A(] - A Mulțimea Δ = /~I(E) conține o vecinătate a punctului a față de mulțimea Fr(X), deoarece funcția /|Pr(A) este continuă în punctul a și F este o vecinătate a lui f( A); deci există un număr e > astfel încât să rezulte din condiţiile x(;Fr(Z) şi |x - a| OO P -> OO În consecință, maparea compozită f(x) = [x, g(x)] satisface condițiile teoremei Aceasta implică faptul că mulțimea C = f(cf) este conexă Rezultă direct din teorema că Teorema Dacă derivata dg(x)/dx este finită pentru orice x, atunci mulțimea E fY = -] este conexă ) Mai mult, fiind o multime G^ (cf § , VII, Teorema ), aceasta multime este un spatiu complet topologic (§ , VI) Remarci Teoremele și fac posibilă definirea mulțimilor conexe care au un număr de proprietăți remarcabile (cf VI, (iii) )) Pentru funcțiile care nu sunt funcții de prima clasă, condiția Darboux (cum este ușor de demonstrat) rămâne necesară pentru ca graficul să fie conectat, dar nu mai este suficientă ') Vezi Kuratovsky și Serpipsky [ , p ] mier Hausdorff [I] Vezi și Jopes și Thomas [I | ) Pentru funcţiile de prima clasă are loc şi implicaţia inversă; vezi Jung [ , p ] ) Vezi Knaster și Kuratovsky ] ] ) În aceleași scopuri, funcții care satisfac ecuația funcțională / (x + y) • = / (x) + f (y), cf yones] , p ] Capitolul Spații conectate Într-adevăr, luați în considerare funcția Cesaro (din clasa a doua) (r) (x) = im sup a'+ "n , unde Y se numește monotonă dacă pre-imaginea / I (C) a fiecărui set conectat C sd / este o mulțime conectată ) Astfel, de exemplu, sunt funcțiile reale ale unei variabile reale (definite pe un interval), care sunt monotone în sensul obișnuit Teorema Dacă imaginile inverse ale punctelor sub o mapare închisă f: E -> Y sunt conectate, atunci maparea f este monotonă Dovada Fie conectată mulțimea C ) aparținând familia {GJ, astfel încât dacă punem Rq - A și Rn + i = B, atunci condiția Rt П /?/'=/= este echivalentă cu inegalitatea - i' | Teorema Dacă, în ipotezele teoremei , indicii t parcurg mulţimea numerelor naturale, atunci există o permutare ft • • • a acestei mulţimi astfel încât ( ) (Gfe) U • ■ U Gfe") П Gfen+ =#= pentru n = , cu condiția ca mulțimile Gk să fie nevide Dovada Fie = Pentru n > , fie kn+i cel mai mic număr întreg pozitiv care satisface condiția ( ) și diferit de numerele /i, , kn Un astfel de număr întreg există deoarece, altfel, mulțimea Gt U ••• U Gkn ar fi deschisă și diferită de întreg spațiul Vrem să arătăm că șirul {kn} conține toate numerele întregi pozitive Să presupunem că acest lucru nu este adevărat și să fie /b/ , ••• o succesiune (finită sau infinită) de numere întregi pozitive care nu aparțin șirului {kn} Deoarece spațiul este conectat, de aici rezultă că (Gft,UGft!U )D(G/,UG/,U )=^ În consecință, există doi indici n și m astfel încât Gkn ∩ Gt,n °- Legea Capitolul Spații conectate Prin definiția lui kn+l, aceasta implică că kn + l unde ^( xt, x (Ks cz Ks'), şi de aici rezultă că familia tuturor Ks este îndreptată; aceasta înseamnă că pentru orice pereche de Si și S există un S astfel încât S! cz S și S cz S (și anume, S = Si (J S ) Prin urmare, prin teorema ', uniunea D = U Âs este conexă, și deci așa este ( (conform Corolarul (ii))) Rămâne să arătăm că = adică că pentru orice mulțime deschisă nevide QcJ avem și Π Q o În mod evident, putem presupune că Q aparține bazei spațiului % Prin urmare, putem presupune că există S = (lt, , tn) și setează Gte deschis față de j? Conectivitate siteliyu Ct (pentru astfel încât Q este produsul acestora setează și setează Ct pentru tffcS: Q = riG/, unde Gt = Ct pentru tfS t Fie f Q un element astfel încât f(t) = f (t) pentru Conform ( ), f^Ks- Prin urmare, f ⊂ t/f~| Q Lema Fie mapările ft: V 'V continue pentru i = , , n (unde JC este ^-spațiul) Setăm F(y) = (A(//), , fn(y)) Atunci maparea F: /-> T este continuă (rețineți că F(y) este o mulțime de cel mult n elemente, și nu o secvență finită) Dovada Pentru a demonstra continuitatea lui F, este suficient să arătăm că imaginea inversă F~'((r)) a oricărei mulțimi deschise (r) de x este o mulțime deschisă în Y Evident, domeniul de variație al lui (r) poate fi limitat la o subbază deschisă de x Astfel, trebuie să arătăm că seturile E[F(z/)ctf] ȘI E [F(y)n/ = #= o] U U deschis în / pentru fiecare set H deschis în / În primul caz trebuie să arătăm că dacă F(y,}) CH, atunci există un Q deschis în Y astfel încât ijo e Q și F(Q) CH H Dar includerea F (r Y c H înseamnă că ii (yo) C P pentru fiecare Deoarece maparea este continuă, există o mulțime Qf deschisă în / astfel încât z/oCQ și fi(Ql) CH H Rămâne de pus Q = QiU ••• U Qn- În al doilea caz, trebuie să arătăm că dacă F(yo) n H , atunci există o mulțime deschisă Q astfel încât r/o ⊂ Q și F(y)[\H=/=T> pentru fiecare // Q - Relația F(yo) n și înseamnă că există i^n astfel încât fi(l/o)^H Fie setul Q definit ca mai sus În mod evident, rămâne să punem Q - Q(, Teorema ) Dacă C este un ^-spațiu conex, atunci familia Pn -Fn este o mapare continuă pe (deoarece mapările h sunt continue prin Teorema din § , II) Deoarece spațiul C" este conectat (prin Teorema II), la fel este conectat Fn (prin Teorema și I) Deoarece F = Ft J F U ••• și Fka:Fil+l, rezultă că F este legat prin teorema Corolarul Dacă C este un ^-spațiu conex, atunci la fel este și spațiul e Într-adevăr, e = F (prin Teorema din § , II) Teorema Familia C a tuturor submultimilor conexe inchise ale spatiului normal SE este inchisa in r') Dovada Fie A C SE un set închis deconectat Atunci A = A (J /V, unde M și N sunt închise și M n N ~ O, M N Deoarece spațiul este normal, există două mulțimi deschise G și FJ astfel încât McG, N C U și P/ = Se notează cu V familia tuturor mulţimilor închise F astfel încât ( ) FcG\]H şi Evident, V este deschis în x Mai mult, A G V și nicio mulțime conectată F îndeplinesc condiția ( ), adică KG)C = În consecință, mulțimea r - C este deschisă III Componente O multime se numeste componenta a unui spatiu daca este saturata fata de proprietatea de a fi conectata* ); cu alte cuvinte, C este o componentă dacă C este conectat și dacă pentru orice mulțime conectată C! din includerea C C C rezultă că C = Cj Este ușor de observat (vezi teorema și corolarul al articolului II) că următoarele afirmații sunt adevărate: Teorema Componentele sunt mulţimi închise disjunse Teorema Fiecare mulțime conexă nevidă este conținută într-o singură componentă a spațiului Teorema Dacă C este o componentă a mulțimii A și dacă C C B C A, atunci C este o componentă a mulțimii B ') S M E Maple [ , p , Teorema ] ) Jo Hausdorff [ ] § Conexiune Teorema Orice multime clopen F este uniunea unei familii de componente spatiale În special, dacă mulțimea F este conectată și nevidă, atunci este o componentă Dovada Într-adevăr, în virtutea teoremei și II nu există nicio componentă C astfel încât SPS=#= =#=C - F Teorema Fie SF un spațiu conex Dacă A este o mulțime conectată și C este o componentă a mulțimii SC - A, atunci mulțimea R - C este conectată Dovada Să ne prefacem că JT - C \u d R (JV, (L? P W) U (MP Yu \u d Sarcina noastră este să arătăm că fie M = , fie N = Deoarece A^JF-C^MUN, atunci, conform teoremei a itemului II, putem presupune că A I (C U L ) = și, prin urmare, C cz (C U L ) c: FE - A Întrucât mulțimea С (J ЛІ este conexată (prin teorema de la punctul II), din această dublă includere rezultă, în conformitate cu definiția componentei, că C = C|JA , de unde А = Următoarele corolare decurg din teorema : Teorema Dacă spațiul Ж este conex, atunci orice sistem finit S (conținând cel puțin două elemente) de submulțimi conectate disjuncte conține cel puțin două elemente X și Y cu următoarea proprietate: (P) Există o mulțime conexă disjunsă de la X (respectiv Y) care conține toate elementele lui S care sunt diferite de X (respectiv de Y) Dovada Fie S = (C , C, Cn); Să folosim inducția Pentru n = afirmația este evidentă; să presupunem că este valabil pentru n - ) Să arătăm că există un număr fe> astfel încât mulţimea C/; are proprietatea (P) Să presupunem că mulțimea C] nu are această proprietate Apoi există cel puțin două componente A și B ale mulțimii - C, care conțin mulțimile sistemului $; fie A componenta care nu contine Co Capitolul Spații conectate Fie mf, o succesiune de indici a funcţiilor Cit cuprinse în A Apoi ( ) KjCn-l ( ) =?*= , =# nij, ( ) dacă r = £nr r = £ cri] și r > n, atunci Cr c: EE - A Întrucât mulţimea GE - A este conectată (prin Teorema ) şi sistemul nu contine mai mult de n elemente (conform ( )), atunci prin presupunere exista un indice s / astfel incat multimea CT are proprietatea (P) fata de sistemul S* Prin urmare, există o mulțime conexă K astfel încât (jr-Z)UCm, J u^is^u și cmj c la C EE - C,ns Conform ( ), Cf/ cz D' pentru fiecare q =# ms Aceasta înseamnă că setul Sf are proprietatea (P) (față de sistemul ) În final, ms> , conform ( ); prin urmare, tns este indicele necesar /r Teorema Fie S o familie infinită de mulțimi conexe disjunse într-un spațiu conex GE Dacă Sq și S, sunt două elemente arbitrare ale lui S, atunci în EE - X() sau GE - Sj există o mulțime conexă care conține infinit de elemente din S Dovada Fie Cj (pentru / = , ) o componentă a mulțimii EE - Sj care conține Si ; Dubla includere Si / czEE-С Ч g Să arătăm că = С Fie Dt proiecția lui D pe X f Atunci D este conectat și Ct cz Dt Deoarece Ct este o componentă a lui Xt, atunci Dt = Ct Prin urmare, P Dt = C t Dar C cz D cz P Dt Deci D=C t Teorema Fie f-, X -> Y o hartă continuă monotonă pe Mulțimea C este o componentă a mulțimii D SU dacă și numai dacă f~l(C) este o componentă a mulțimii f~'( ) Dovada Este evident că f~l(C) cz E cz f~l(O) implică C cz f(t) cz t) În plus, dacă presupunem că C este o componentă a lui D și E este conectată, atunci C = f(t), de unde Γ'(C) = Γ (t) => t și Γ'(C) = t, adică f~'(C) este o componentă a mulţimii f~'(£)) În schimb, dacă presupunem că f~'(C) este o componentă a lui (O) și dacă H este o mulțime conexă astfel încât C C H C D, atunci Г'(С) , presupunând că este falsă pentru n - Să stabilim Ai = Ai pentru i • • • de mulțimi clopene astfel încât fiecare analiză a punctelor p, q între care spațiul nu este conectat să corespundă unui indice n astfel încât Fn să conțină p dar nu conține q Dovada Fie R{, R , baza spațiului, constând din mulțimi deschise Dacă spațiul nu este conectat între Rt și Rj, atunci notăm cu /d/ o mulțime deschis-închis astfel încât RjCzFp u = Fp într-o secvență simplă Flt F , Aceasta este secvența necesară Într-adevăr, dacă F este o mulțime clopen astfel încât p^F și qțll' - F, atunci eu exist!' stabilește /φ și Rj astfel încât p £ /?{ cA și q £ RIV - F Aceasta înseamnă că A: ne este conectat între Rt și Rt Prin urmare, există n astfel încât pFR, ciFn și q RjCZ l'-Fn Observație Dacă spațiul este compact, atunci ca familie {Fn} putem lua familia tuturor mulțimilor deschise-închise Această familie este numărabilă, conform teoremei din § , II Capitolul Spații conectate Observația Teorema poate fi generalizată după cum urmează Dacă este un spațiu de greutate infinită ip, adică dacă are o bază deschisă B de cardinalitate w, atunci există o familie C de cardinalitate JS ip, constând din mulțimi deschise-închise astfel încât pentru orice pereche de puncte p, q între care spațiul nu este conectat, există un element din C care conține p dar nu q Teorema O submulțime E a unui spațiu ereditar normal ' este conectată între două submulțimi A și B dacă și numai dacă nu există o mulțime deschisă G (în I') astfel încât EqFr(G) = , Ac=G, G П В = Dovada Dacă o astfel de mulțime G există, atunci mulțimea E\]G este clopenă în E În schimb, dacă F este clopenă în E, atunci mulțimile F și E - F sunt separabile și există (prin Teorema din § , V ) o mulțime G , astfel încât FcG și G P E c F, de unde E f] G - G = Teorema Dacă spațiul EE este conex, atunci orice submulțime închisă propriu-zisă A este legată între limita sa (adică între mulțimea A P EE - A) și fiecare dintre punctele sale Dacă un spațiu metric separabil EE are dimensiune pozitivă într-un punct a, atunci există un număr e > astfel încât orice mulțime închisă A care conține a și având diametrul co valori mari ale lui n, deci Cnc F (deoarece Cn este conectat, § Conexiune iar F este separabil de E - F) Dar apoi Li Cn cu F, de unde rezultă că P">O că b (z F Exemplu Lăsa Cn = E [( - v = (V, •••, V - , V") Prin presupunere (V, , ^-')" (V, , V"- ) în X în-| De aceea în G r- ) X I'n și ir "V B X X x (ѵd, Capitolul Spații conectate De aici rezultă că și, în consecință, în ,T, X D' X X Aceasta completează demonstrația în cazul T finit Să considerăm cazul comun când T este arbitrar și să presupunem că V " i/ pentru fiecare t E G, în timp ce relația J ~ V nu este adevărată Atunci în ■Z' există două mulţimi deschise şi • £> care satisfac condiţiile ( ) Prin definiția topologiei în A' (cf § , D) există un sistem finit de indici astfel încât ț E P Gt cz (c), t unde Gt este deschis în -Tt și Gr = Tf, dacă pentru fiecare i n Definiți un punct prin condiție ȘI)' V pentru t = ti, I ^n, / pentru alte t Atunci ^ ON/, de unde I) Să arătăm că io ~ V în ^; asta și t va conduce trecerea la o contradicție (cu condițiile ( )) Asa ca lasa [ pentru t - tt, i și x CP Deoarece spațiul DA este ereditar normal, există mulțimi deschise G și G astfel încât P{czG\, P cG și GlnG = (cf § , V, Teorema ) Evident, setul G = G UG este deconectat între X] și x V Cvasi-componente Cvasicomponenta unui punct p este intersecția tuturor mulțimilor deschise-închise care conțin punctul p ) Cu alte cuvinte, este mulțimea tuturor punctelor x astfel încât spațiul este conectat între p și x Este clar că cvasi-componentele sunt clasele de echivalență definite de relația x, = x Familia lor este o familie de coeficient (cf § , VII, p ) Următoarele afirmații sunt ușor de stabilit Teorema Componenta punctului p este cuprinsă în cvasicomponenta punctului p Afirmația inversă nu este adevărată în general (după cum arată exemplul din Secțiunea IV) Totuși, este adevărat pentru ^-spații compacte (vezi § , II, Teorema ) Teorema Cvasi-componentele sunt mulțimi închise care nu se intersectează Teorema Pentru orice ΔΓ-spațiu Δ există un discontinuu Cantor generalizat Dm (unde D este o mulțime de două elemente ( , )) și o hartă continuă f: A -> Dm astfel încât cvasi-componentele spațiului ΔT coincide cu imaginile inverse ale punctelor de sub hartă f În special, dacă AG are o bază deschisă numărabilă, atunci Dm poate fi înlocuit cu Cantor discontinuum & ) ') Vezi Hausdorff [ , p ] ) Vezi Kuratovskii [ , p ], unde se arată că dacă AG este un spațiu metric separabil, atunci funcțiile / îndeplinind condiţiile teoremei formează o mulţime reziduală în spaţiu Capitolul Spații conectate Dovada Fie = {FJ, t £ T, familia tuturor submulților deschise-închise ale spațiului FT și fie / funcția sa caracteristică; aceasta înseamnă (vezi Sec , VII) că j'(x) = dacă x e Ft și /*(x) = dacă x e T - Ft Fie w = T numărul cardinal al mulţimii T Prin urmare, f: F->Dm În mod evident, f este continuă pentru fiecare t e T și, prin urmare, f este și continuă Mai mult, dacă x~x', atunci f'(x) = f (x') pentru fiecare t e T; deci f(x) = f(x') În schimb, dacă relația x ~ x' nu este valabilă, atunci pentru un t avem x e Ft, în timp ce x' C FF - Ft, adică f(x)=l și { (x') = , de unde f (x)=£f(x') Aceasta completează demonstrația primei părți a teoremei Acum observăm că în locul familiei A putem considera subfamilia {Fj, t e T , cu următoarea proprietate: pentru orice pereche de puncte x, x' astfel încât x~x' nu este valabilă, există t e To astfel încât x C Ft, în timp ce x' £,F - Ft În special, dacă ?F are o bază numărabilă, atunci putem presupune că mulțimea To este numărabilă (prin Teorema din Secțiunea IV); aceasta completează demonstrația celei de-a doua părți a teoremei Teorema Fiecare spațiu metric separabil A' este conținut topologic într-un spațiu compact 'B* astfel încât două cvasi-componente distincte ale spațiului T sunt întotdeauna conținute în două cvasi-componente distincte ale spațiului FF*') Mai mult, în spațiul funcțional (/ K")', homeomorfismele f astfel încât mulțimea T* - [(FF) satisface condițiile de mai sus formează o mulțime reziduală Dovada Fie Fb F , o succesiune de multimi deschis-inchise considerate in Teorema , elementul IV (spatiul FF nu se presupune a fi conectat) Prin Corolarul a din § , V și Teorema din § , VI, mulțimea Ф" de homeomorfisme / astfel încât ( ) și d )n/( ^-^) = o, este un rezidual în spațiu În consecință, mulțimea Ф = Q( F) este continuă Aceasta rezultă din relația de echivalență (P(x)^F)^(xțF), unde F este o mulțime deschis-închis Teorema Dacă TE este un ^-spaţiu compact, atunci la fel este şi spaţiul C(A') Mai mult, spațiile ( , (TE) și Q(TE) sunt homeomorfe (În acest caz, cvasi-componentele TE coincid cu componentele; vezi § , II, Teorema ) Dovada Prin teorema de la punctul IV, există o mapare continuă f: TE -* Dm astfel încât &(TE) coincide cu descompunerea spațiului TE în imagini inverse ale punctelor f(y), unde y e A(TE) Din aceasta rezultă (prin teorema din § , II) că &(TE) este homeomorf la f(TE) Deoarece ($(TE) este compact, la fel este Q(TE) (prin teorema ) Teorema din partea V poate fi consolidată după cum urmează Teorema Pentru orice ^-spațiu TE există o mapare continuă unu-la-unu g: Q(TE) -* Dm (pentru un w potrivit) -i Și anume, (#(A) = y) ss (f(y) = A) pentru fiecare A^Q( E) Dovada Prin teorema , maparea g este unu-la-unu Rămâne să arătăm că g este continuă Deoarece £)"' are o bază clopenă, este suficient să arătăm că dacă G este clopen în Dm, atunci g~'(G) este deschis în Q(TE) Mai mult, deoarece / este continuă, mulțimea (G) este clopenă în TE Să arătăm asta (l€£-'(C))^(l aceasta va completa dovada Fie A£g"'(G) Atunci g(Z)CG Puneti g(A) = y Atunci A = V(y) si Aczf~'(G) Invers, daca A pentru fiecare punct p e C (comparați cu teorema a articolului I) Prin urmare, C c V și, în consecință, dim N > Următoarea teoremă este evidentă Teorema Orice spațiu care admite o mapare continuă unu-la-unu într-un spațiu complet deconectat este el însuși complet deconectat În special, setul slab unidimensional definit în § , VI este un set de de dimensiuni pozitive complet deconectat* ) Într-adevăr, acest set admite o proiecție unu-la-unu pe setul Captor Observații, (i) Există spații complet deconectate de dimensiune arbitrară finită sau infinită Într-adevăr, un set Captor este o imagine continuă unu-la-unu a unui spațiu metric separabil de dimensiune arbitrară (finit sau infinit )) ') Mepger [I, p ] ) Primul exemplu de spațiu complet deconectat de dimensiune pozitivă ) Teorema lui Hilgers [ ] Legea Capitolul Spații conectate Mai mult, există spații complete separabile complet deconectate de dimensiune arbitrară') (ii) Există spații (complet separabile) deconectate ereditar care nu sunt complet deconectate * ) Dovada Fie E o multime slab unidimensională (?-mulțime) într-un spațiu compact (de exemplu, mulțimea definită în § , VI) , există un punct b = #= a astfel încât mulțimea E U (b) este conectată între punctele a și b În plus, mulțimea E[](b) este deconectată ereditar, deoarece este slab unidimensională (iii) Pompeiu a definit o funcție g pe ) = = g' (c) Notăm cu V submulțimea lui N a cărei proiecție se află în intervalul bc, atunci mulțimea V este separabilă de V - Vb și, de asemenea, de mulțimea I și, în consecință, de mulțimea N - Vi U M U Deoarece S UW) rezultă că G = M(C)&M(O)&C&D&(V(C)nx(D)), •) Vezi Wyburn [ ] și Kuratowskip [ ] ) Amintiți-vă că o familie de mulțimi se spune că este strict monotonă dacă, pentru fiecare pereche X #= Y a elementelor sale, fie X a: lut(Y) fie Y C Int(X) Teorema ne permite să aplicăm teoremele stabilite în § , VIII familiei F Î Capitolul Spații conectate și întrucât I) cM(C), includerea C C Al (D) implică descompunerea spațiului I \u d [L (C) U M (O)] U [AG (C) P N (/))] pe două mulțimi deschise nevide și neintersectate (conținând respectiv și și b), ceea ce contrazice presupunerea că spațiul este conectat Deci CcN(D) Acum luați în considerare descompunerea ■T \u d M (C) și N (D) și c și D și (N (C) p m (D)) \u d - [M (C) și și ІL Conectivitate în familia C există două secvenţe {Dn} şi {E'n} astfel încât ( ) C = P M (Dn) P V (En) = P L (Dn) P [Y^La £ J], ( ) M(C) și N(C) sunt conectate Dovada Conform teoremei , există o incluziune U int [L(S,)] cz M(S,) c lat [L(Su)] și n)] - (ED} c P A (/ >n ,) n N (En) c p II , o succesiune de puncte care este peste tot densă în spațiu Conform teoremei n VII, familia luată în considerare poate fi descompusă într-o secvență (numărabilă) de subfamilii С^ care separă între punctele pt și p/ Prin urmare, teorema noastră rezultă din afirmațiile ( ) și ( ), deoarece ireductibilitatea este o consecință a teoremei și VII Teorema Fie dată în spațiu o familie C de separatoare între punctele a și b, disjunsă, închisă, conectată și prevăzută cu indici conform teoremei Atunci există o mapare continuă f a spațiului A' pe H , astfel încât f(a) = O, f(b)=\ și pentru fiecare indice y sau f~! (Oy) ~ A(Cy), sau în funcţie dacă există sau nu un index imediat după y Dovada Fie F* o familie de mulţimi Lv - = A(C,/), unde H astfel încât mulțimea de puncte în care f este unu-la-unu, completată de o mulțime numărabilă adecvată, coincide cu mulțimea S (a, b) U a U b Și anume, f este funcția din teorema și VSh, unde C este o familie de mulțimi care se reduc la puncte individuale și separă a și b Dovada Dacă p este un alt punct decât a și b în care funcția / este unu-la-unu, atunci există un număr y astfel încât p~r'(i/) =/=//=/= Prin urmare P = r' ( y ~ Y) u' ( -//) este o partiție în două seturi deschise, dintre care unul conține a și celălalt b De aici rezultă că p e S(a, b) Pe de altă parte, în fiecare punct al mulțimii S(a, b), cu excepția unei submulțimi numărabile, funcția [ este unu-la-unu, conform VS ( ) Teorema (Leyes')) Dacă fE - S (a, h) U a U />, adică dacă fiecare punct altul decât a și b împarte spațiul dintre a și b, atunci există o mapare continuă unu-la-unu f a spațiului Γ pe H Dovada Să presupunem că f(py) - y, f(a) = O și /(b)~ Deoarece este evident că funcția /' este unu-la-unu, rămâne doar să arătăm că este continuă, adică , mulţimea I' '(G) este deschisă (în spaţiul , ') cu condiţia ca G să fie un interval deschis în H Dar aceasta rezultă din relaţii (cf VIII, Teorema ) Г ( , - ) = М (Ру) și Г' (//I - ) = N (Ру), întrucât mulţimile M(ru) şi I(rf) sunt deschise ') Vezi ,Mai valoros | ] unde această teoremă este dovedită prin ipoteze suplimentare mier de asemenea Hausdorff | | și § din articolul lui Kpasler și Kuratovskii | |, unde sunt sondate spațiile logo nits (se numesc spații conexe ireductibile între a și b) Conectivitate Observații Este evident că condiția teoremei este echivalentă cu următoarea condiție: fiecărui punct x corespunde două mulțimi închise / și B, astfel încât L? '= A U Z , a C A, b e B, ApB = (n:) Este, de asemenea, echivalent cu următoarea ipoteză: punctul a și I nu pot fi conectate prin nicio submulțime conexă adecvată a spațiului Dovada Să presupunem că / > £( /' - a - b) este un punct care nu separă a de b Atunci există o mulțime conexă C astfel încât a, I>eC^ I' Într-adevăr, dacă mulțimea Γ - p nu este conectată, atunci există două mulțimi deschise O și H astfel încât D-p-GU//, dpn = , //=/= și a, b £ G, căci p nu separă punctul a de punctul b Astfel mulţimea C~(p)UG este o submulţime propriu-zisă conexă (cf II, Teorema ) a spaţiului care leagă punctele a şi I) X Unicoerență Discoerență Definiție Se spune că un spațiu topologic g' este unicoerent dacă este conex și dacă pentru fiecare pereche A, B de mulțimi conexate închise astfel încât Z = A U B intersecția A A B este conexă Un spațiu se numește dacoerent dacă pentru orice pereche de mulțimi închise A și B astfel încât ( ) = L și n A^g'^B, intersecţia A P B este deconectată Conform teoremei i II, dacă un spațiu conectat nu este disc-herept, atunci există două mulțimi conectate închise A și B care au o intersecție conexă și îndeplinesc condițiile ( ) Este evident că orice spațiu discherept este conectat Exemple Intervalul I este unicoerent, iar cercul este L discoerent Vom vedea mai târziu că r ' și fiecărui număr e > îi corespunde un sistem finit de puncte Ro = a /'і, •••, /\-і, și, în consecință, nu există nicio legătură în lanț a și I), w legături de lungime A și b > B ) Dovada Să presupunem că spațiul R' este legat de orice pereche de puncte a și b, unde a e A și b e B Fie LlaL un set deschis-închis astfel încât a^MnI) si b$Mab Pentru un punct dat b B, familia este un deschis o acoperire a unui set (compact) A; deci există o submulțime finită A' a mulțimii A astfel încât {Mab}af este și o acoperire deschisă a lui A Punem pentru b e B mb = și mab y£L' Mulțimea Mb este o submulțime deschis-închis a spațiului R- și A cu: LII, în timp ce b L b În plus, familia {/' - LD}LRW este un capac deschis al setului (compact) B; prin urmare, există o mulțime finită B' cu B astfel încât {H" - RD}d€B acoperă și B Astfel, mulțimea deschis-închis f"| Mn co-b G Li' ține A și nu se intersectează cu B, ceea ce duce la o contradicție Teorema ' Fiecare spaţiu compact ereditar normal are următoarea proprietate: dacă ■) Mier Ma іurkevich [ J Legea Capitolul Spații conectate submulțimea E este conectată între două mulțimi A și B (unde AlJBcE), atunci există o pereche de puncte a e A, b e B astfel încât mulțimea E U a b este conectată între a și b Dovada Fie G familia tuturor mulțimilor deschise G astfel încât E f] Fr (G) = Să presupunem că mulțimea ElJaUb nu este conectată între a și b pentru orice a e A și b e B, aceasta înseamnă (cf § , IV, Teorema ) că fiecărei perechi de puncte a e A și b e B îi corespunde o mulțime deschisă G astfel încât a £ , b £ G și (E U a U b) P Fr (G) = de exemplu, G £ G Conform lemei § , II, există o mulțime H \u d (g! n • • • P atunci intersectia C\ fl C A A Cn A este un continuum Dovada Într-adevăr, din condiția ( ) a teoremei din § , IV rezultă că C LS L ••• aparține închiderii familiei tuturor subcontinuumurilor mulțimii Cp Ho prin Teorema din § ; II această familie este închisă Cometariu Dacă într-un spațiu complet C\ o este o succesiune descrescătoare de mulțimi conexate închise astfel încât lima(Cn) = , atunci intersecția S L S L este un continuum ) Dovada Să ne prefacem că ( ) P Sp \u d A U B, ( ) e = e, ay=oy=v, dlv = o Fie G un set deschis astfel încât ( ) LsS și SLV^O ■) Mier Zoretti [ , p ] ') Vezi Kuratovsky [ , p ] Pentru definiția a(C), a se vedea § , IV, Observația * Capitolul Spații conectate Întrucât mulţimea Cn este conexă, din condiţia Cn P (i V- =/= Cn - G rezultă că Cn P Fr (O)m > Punem Fn = Cn P -T (G) Y ^ -' ■ • • > Y- n~ Y' n ȘI a(Fn) oo uniunea este legată (cf § , II, Teorema ) Teorema Dacă f este o mapare continuă a continuumului ', atunci există un subcontinuu C al continuumului g', care este ireductibil în raport cu proprietatea: să fie un continuu astfel încât f(C) = f(% ') Dovada Această afirmație este o consecință a teoremei din § , IV și a faptului că familiile de continuumuri și mulțimi închise X astfel încât f(X) = f(x') sunt închise în spațiul T (cf § , II, teorema ) Teorema Fie E o submulțime a unui spațiu metric compact Dacă c\ima E > (unde a este un punct dat al lui E), atunci există un punct b = F= a astfel încât £(J(ft) este conectat între a și b ) *] Teorema lui Meiger [ , p ] § Continuumuri Dovada Fie Bj o mulțime închisă în E astfel încât abE - B și E să fie conectate între a și Bn (cf § , IV, Teorema ); setăm în teorema A = a și B = Bo- Teorema Dacă un spațiu metric compact (sau un spațiu cu proprietatea (M)) are dimensiune pozitivă într-un punct p, atunci punctul p se află într-o mulțime conexă (conținând mai mult de un punct) Dovada Conform teoremei , spațiul este legat între p și un punct q = A = p Cvasicomponenta punctului p, care coincide cu propria sa componentă, conține punctul q III Subseturi închise ale continuumului Teorema I ) Dacă A este o submulțime închisă propriu-zisă a continuumului ' și dacă C este o componentă a mulțimii A, atunci C P M' - A = # , adică CPRg(A)^ Dovada Într-adevăr (cf II, Teorema ), mulţimea A este legată între fiecare punct n e A şi mulţimea LPD - A (§ , IV, Teorema ) Teorema poate fi generalizată după cum urmează: Teorema Dacă X este o submulțime proprie arbitrară a continuumului ' și С este o componentă a mulțimii X, atunci SPD'-^ , adică SPRg(A)^ Dovada Lasă o UE În mod evident, putem presupune că a > ' - X Luați în considerare familia A a tuturor mulțimilor deschise G astfel încât ' - X C G și a > G Să notăm cu Co componenta punctului a din ' - G Prin teorema avem Co Π G = £ Deoarece ~ este Xc:G, atunci A este G cu X În consecință, Cu c: C, de unde C P G \u d A \u d Deoarece familia A este direcționată de-a lungul incluziunii z>, adică pentru fiecare pereche de mulțimi G] și O există o mulțime G astfel încât G c:G| și G ciG (și anume, G = GIHG ), apoi familia tuturor mulțimilor CQG, unde G e A, va fi de asemenea direcționată Deoarece seturile CQG sunt compacte și negoale, atunci *) Teorema lui Yayaiievsky { , p ] Vezi și Vietoris [ ] și Szymanski [i|] pentru referințe bibliografice Pentru o abordare mai modernă, vezi Shura-Bura [ , p ] Capitolul Spații conectate (conform § , I ( )) intersecția lor F este nevidă Evident, intersecția tuturor mulțimilor G, unde G G A, este egală cu TE - X, de unde Teorema Dacă A este o submulțime închisă propriu-zisă a continuumului, atunci fiecare componentă a lui A conține cel puțin o componentă a limitei lui A În consecință, cardinalitatea familiei de componente ale mulțimii A nu depășește cardinalitatea familiei de componente Fr(/ ) Dovada Dacă C este o componentă a mulțimii A, atunci prin teorema C P Fr (A) = A = Fie O o componentă a lui Fr(A) astfel încât C P D f Deoarece D c: Fr (A) cu A , apoi DcC Teorema Fie TE și Kc TE continuumuri, iar G o mulțime deschisă astfel încât K G și G=A= "E Atunci există un continuum C astfel încât /( cz C cz G și K = A= C În special, dacă TE este un spațiu metric (conținând mai mult de un punct), atunci fiecare punct al spațiului E aparține unui continuum (conținând mai mult de un punct) cu un diametru arbitrar mic Dovada Să înlocuim A cu G în teorema și să notăm cu C componenta mulțimii G care conține K, Următoarea teoremă decurge direct din teorema Teorema ') Dacă K este un subcontinuu propriu al continuumului TE, atunci există un continuum C astfel încât EU C și TE Teorema (Serpipsky [ ]) Nici un continuum nu poate fi descompus într-o uniune a unei familii numărabile de mulțimi închise disjunctive nevide Dovada Să presupunem că spațiul D' este un continuum astfel încât D' •= U An> II unde mulțimile An sunt închise, nu se intersectează și cel puțin două dintre ele sunt nevide Să definim o succesiune de continuumuri C, C , , astfel încât Сі=>С о С"PDі=" și =А ; *) Vezi și § VP și § , VI, Teorema , dolari Continuums aceasta duce la o contradicţie, pentru că P s " p și A = , de unde f] C " = O, pi p contrar teoremei lui Cantor Problema noastră a fost redusă la demonstrarea existenței unui continuum C astfel încât C ) A, = și cel puțin două dintre elementele șirului C ⊂ A , C P A , sunt nevide (se va nota C) prin C, iar pentru a defini C , vom considera C] ca întreg spațiul etc ) Dar, evident, putem presupune că A, O (deoarece altfel am putea presupune că C~ E) Fie Λ, n = d = pentru n ^ = Fie F o vecinătate închisă a mulțimii A,n (adică An, P ■F' - F = ) astfel încât F / , = , și fie C o componentă a mulțimii F astfel încât #= Deoarece V Γ) Aj = , atunci CPI] = Pe de altă parte, conform teoremei , C P ,T - F F , de unde C Lt, adică C - L ", \u d # , iar din moment ce S-L, "s (SPL ) și și (SPLi |) și (SG) Lt )) și atunci există un indice n n i astfel încât C Q L,t¥= Observații, (i) Teorema implică următoarele Teorema ba Dacă un spațiu compact admite o descompunere în continue (nevide) neintersectate C}, C , atunci fiecare continuu C n este o componentă a acestui spațiu Dovada Într-adevăr, altfel ar exista un continuum K astfel încât KteSp și K ¥= Cn, iar seria K = (/ - ( , ) Atunci S(a, b) - - D Teorema (Moore')) În fiecare continuum {conținând mai mult de un punct} există cel puțin două puncte care nu îl separă Dovada Să arătăm că pentru fiecare punct p există un punct p ^p care nu separă spațiul g' Fie po, p\, p-t o succesiune de puncte care este peste tot densă în ', unde pi = p și Pi =Pj pentru /¥=/ Putem presupune că punctele pn separă spațiul ' pentru n > Fie i - , , z , o secvență de indici și fie Do = Di, A , o secvență de mulțimi deschise definite de următoarele condiții: (i) ip este cel mai mic indice >A i astfel încât pi £ ZU-o (ii) An este o mulțime deschisă astfel încât D ~ L "i / ' / l Şi rip ^ T-Ap (Existența mulțimii An decurge din faptul că ? - pіn admite o descompunere în două mulțimi deschise nevide, care se intersectează; cea care nu conține punctul Pi v se notează cu / n ) Întrucât mulţimea An este un continuum (cf § , II, Teorema ), rezultă din condiţiile ( și T(Ln I) = ^ra ), de unde Er(Ll )= , rezultă că LsD, , (cf § , I, Teorema ) ') Vezi Moore [ , Teorema ] și | ] Vezi secțiunea VI pentru generalizări mier de asemenea Mazurkiewicz [ ], Geman [ , p ] Bing [ p ] și Kuragovsky [ , p ] dolari Continuums Prin urmare /eu! n AP ••• (cf § , I, remarca ) Lăsa ( ) q G (Ai PAP •••)> de unde q^ptn pentru n = , Fie M și V două mulțimi deschise astfel încât ( ) G - q = M UN și M P /V = Să arătăm că una dintre ele este goală Să presupunem că există infinit de mulți indici ip astfel încât p{ £N', atunci, conform ( ), ( ) și ( ), ( ) (mi^pigsh-o Întrucât mulțimea A U q este un continuum (cf § , II, Teorema ), rezultă din condiția (A U q) П An = A = (cf ( ) și ( )) prin Teoremă din § , I rezultă că ( ) M U q c= An, de unde M (J q cz At P A P • ■ - • Dacă M=A= , atunci există un punct, dar în acest caz dacă η îndeplinește condițiile fn >/r Zn I( atunci P/n - n i, care contrazice condiția (i), deci A = V Arcuri Curbe simple închise Un arc este un spațiu homeomorf pentru intervalul D Un spațiu care este homeomorf pentru cercul x + // = se numește curbă simplă închisă Fiecare interval conține exact două puncte care nu îl separă și, prin urmare, fiecare arc are și această proprietate Aceste două puncte sunt numite capete ale arcului ("arc despre" este un arc cu capete în punctele a și b) Teorema Dacă fiecare punct χ al continuumului metric ''Γ, cu excepția celor două puncte a și i>, este un separator, atunci A' este un arc') Dovada Fie aA=xA=b și A' - x = AflHV, unde M și N sunt două mulțimi deschise nevide, neintersectate Fie a e A Atunci be N, deoarece altfel, notând cu y (conform teoremei a articolului IV) acel punct al mulţimii V care nu separă continuumul N (J x, am fi obţinut că mulţimea M' - y = (N\j x)~ y\j(M Ux) legate contrar presupunerii ') cf cu o notă despre teorema lui Lennes (§ , IX, Teorema ) Vezi și Moore [ , pp -| ] Capitolul Spații conectate Deoarece fiecare punct x este un punct de despărțire între punctele a și b, intervalul AJ este o imagine continuă unu-la-unu a lui A (Teorema din § , IX) Prin urmare, ca spațiu compact, ' este homeomorf în raport cu acest interval (cf Teorema din § , III) Teorema ' Dacă continuumul metric A conține două puncte a și b, astfel încât fiecărui punct x să corespundă două mulțimi închise A și B care îndeplinesc condițiile A = A\i B, a e A, h e B și A(jB = x, atunci A este arcul r) Dovada Într-adevăr, fiecare punct x ' - a - b este un separator Cometariu Condițiile date în teoremele și ' sunt nu numai suficiente, ci și necesare pentru ca un continuum metric să fie un arc În general, deoarece toate arcele sunt de același tip topologic, orice condiție topologică care este suficientă pentru ca un spațiu să fie un arc (și se menține pentru cel puțin un spațiu) este de asemenea necesară Teorema (Moore* )) Dacă orice pereche de puncte separă continuumul metric A, atunci A este o curbă simplă închisă Dovada Să arătăm, în primul rând, că pentru fiecare punct a setul - A - o conexiune Într-adevăr, altfel ar exista două continuumuri P și Q astfel încât r = PUQ și PQQ = a Prin urmare, conform teoremei , punctul IV, ar exista două puncte p -P, p =a=A=q, astfel încât mulțimile P - p și Q - q sunt conectate Dar în acest caz, mulți ^-p- (iii) Ân+l oo Dovada Deoarece Cn+I = Ap+I U Bn+Ic An și Bp = Cn, atunci intersecția lui P Cn este un continuum (cf II, Observație despre Theo-p reme ) și A sp+ ' maparea considerată mai sus; să punem A - CE) Apoi DID, F (A) și dim/l== În consecință, în & există (cf § , I, corolarul b) o secvență {Gn} de mulțimi clopen astfel încât X=G,nG n Prin urmare f~'(Grt) este deschis-închis şi Teorema de la punctul IV admite următoarea generalizare Teorema Dacă C este o submulțime conexă propriu-zisă a continuumului metric F, atunci în mulțimea X - C există un punct care nu separă X ) Dovada Deoarece în cazul în care C - X, teorema este evidentă (cf § , II, corolarul (ii)), atunci presupunem că C # = X Fie -► Y o astfel de mapare continuă a continuumului X pe continuumul / că mulţimea f(C) este formată dintr-un singur punct ya, în timp ce pentru y y mulţimea (y) este formată dintr-un singur punct al mulţimii X - C (cf § , IV, Teorema ) Conform *) Vezi Moore [ ] d) Teorema lui Geman [ , p ], Capitolul Spații conectate Teorema din IV, există un punct y(yt) astfel încât mulțimea Y - Y\ este conectată În consecință, mulțimea /' ( '!/ - z/J = T - Г' (yt) este de asemenea o conexiune Să formulăm fără dovezi următoarea generalizare a Teoremei , punctul IV Teorema Fie continuumul metric A' uniunea a (cel puţin două) mulţimi conexe Cp atunci există doi indici /, φ i astfel încât mulţimile U Ct şi U Ct să fie conectate it* t-" În demonstrarea teoremei folosim următoarea teoremă ) Teorema Dacă D este o partiție semicontinuă a unui spațiu metric compact A', atunci familia F de componente ale partiției D este ea însăși o partiție semicontinuă Dovada Fie Fo, Fh o succesiune de mulțimi care sunt elemente ale familiei F astfel încât ( ) Tolli/D^O Trebuie să arătăm asta ( ) Ls Fn și vezi Eilenberg [ ]; Wiberp [ ]; Hawking și Young [ ], unde aceste teoreme sunt dovedite fără ipoteza metrizabilității # Continuitate/minți preimagini ale punctelor mapării [, apoi maparea, q, definită de egalitate ( ) d'(i/) = /[A"' (i/)i- unde y^Ir( H), continuu si ( ) (Іііп (r) = pentru Dovada În primul rând, observăm că partea dreaptă a egalității ( ) constă dintr-un element, deoarece mulțimea /?' "(//) este conținut într-o preimagine a punctului de cartografiere f Harta φ este continuă, deoarece (cf § , IV, Teorema ) mulţimea E[r == "(//)! \u d E V [Z \u d f (x)] [x c / g- (//)] \u d // G {/ g x = E V [r ==/(*)]['/ = A(x)], y, g x ca proiecție a unui set închis, este închis Pentru a demonstra relația ( ), considerăm un continuum C astfel încât ( ) С avg- (d) Să arătăm că continuul C este format dintr-un singur punct Din ( ) și ( ) rezultă că /Г (С) CZ Г О \II~ (С)] = Г (С) С= r'g L?-' (r)] = Г' (r) Deoarece funcția Іі este monotonă (prin Teorema din § , I), atunci mulțimea A" (C) este un continuum și, în consecință, un subcontinuu al componentei Q în mulțimea / (z) maparea A este constantă pe Q n, prin urmare, pa ІГ (С), atunci mulțimea С = h\li~ (С)| constă dintr-un singur punct TEOREMA Fie G o submultime deschisa a continuumului :i' si fie p un punct izolat al multimii Fr(G') Atunci p este accesibil din mulțimea G Dovada Se notează cu C componenta lui p în G și se pune F = Fr(G) - (p) Deoarece punctul p este izolat în T'r( există un continuum C(| astfel încât (p)c: G Deci, în acest caz punctul p este accesibil din setul G Legea Capitolul Spații conectate Acum luați în considerare cazul când SP F = , adică atunci când SP Fr(G) = (p) Rămâne să arătăm că SPb¥= (adică că C nu este reductibil la punctul p) Notăm cu U unirea tuturor componentelor mulțimii G care au puncte comune cu F Deoarece F este închisă și împărțirea mulțimii G în componente (prin teorema ) este semicontinuă superioară, mulțimea U este închisă Deoarece fiecare componentă a mulțimii G are puncte comune cu Fr(G) și, în consecință, cu Fr(G) (deoarece Fr(G) C Fr(G)), atunci C u u = G De aici rezultă că С П G =/= , deoarece altfel G c U și, în consecință, G c G, și apoi C c G; dar aceasta din urmă înseamnă că SP B=I= contrar presupunerii noastre Aceasta completează dovada VII Spațiu x Conform teoremei din § , II, familia C a tuturor subcontinuumurilor spațiului compact T este închisă în spațiul x Există, de asemenea, următorul rezultat analog: Teorema Dacă A și B sunt două submulțimi ale unui spațiu compact, atunci familia de mulțimi X e x conectate între mulțimile A și B este închisă Dovada O mulțime X nu este conectată între A și B dacă și numai dacă există o mulțime deschisă G astfel încât (cf § , IV, Teorema ) AcG, BE\G = și VHFr(G) = Deoarece familia de mulțimi X care îndeplinesc aceste condiții pentru o mulțime dată G este deschisă (cf Teorema din § , II), urmează imediat derivarea necesară Teorema Fie F o familie monotonă de mulţimi închise într-un spaţiu metric compact ii' Dacă F este un continuum (în x), atunci F este un arc Dovada Fie E un element al familiei F, iar M și N subfamilii ale lui F constând din mulțimi X astfel încât XcE^X, respectiv EcX=FE Să presupunem că E nu este nici primul, nici ultimul element al lui F; apoi Mai mult decât atât, familiile M și N sunt separabile, deoarece din condiția L = LimXn rezultă că fie § Kpntinі / i / noi LcE sau E'~L, după cum includerea Xn e M sau Xn e N este valabilă pentru toate n Astfel, este ușor de observat că, cu excepția primului și ultimului element, fiecare element al lui F este un punct de separare În consecință, familia F este un arc în virtutea teoremei I și v TEOREMA Dacă A și C sunt două continue metrice (nevide) astfel încât Ac/C^=A, atunci există o familie monotonă de continuumuri care formează un arc în spațiul e cu capete în punctele A și C') Dovada Să arătăm mai întâi că dacă e și x > C, și fie / p componenta lui S care conține A; atunci /p - C în cazul când e = dist(/l, C), iar X - în caz contrar (cf III, Teorema ); , atunci p(p, A) = e și, în consecință, dist(A , Ae) = e În cazul în care dist(/le, C)> , procedăm în mod analog: definim mulțimea Ae, e, înlocuind A cu Ar în definiția mulțimii A, apoi definim Le, e, e, etc După un număr finit de pași, vom obține neapărat un continuum a cărui distanță la C nu depășește e, deoarece altfel ar exista o succesiune infinită de puncte în spațiul e, ale căror distanțe ar fi unele față de altele (dar aceasta este imposibil, deoarece spațiul e este compact) Astfel, fiecărui număr e> îi corespunde un sistem finit de continuumuri Bo =/ cz/?| cz / D cz c \u d B " \u d C, unde dist(B, I, pentru i= , , n Prin urmare, există există o familie monotonă (numărabilă) D de continue astfel încât A e D, C D și pentru fiecare pereche D , D e D și fiecare e > în B există un sistem Bo, B , , Bn astfel acea B = Di, Bn = D și dist(B/ [, B() |, jji Spatii ireductibile si indecompuse § ') Spații ireductibile și indecompuse Se presupune că spațiul /Γ este separabil prin metrica Definiție Exemple Proprietăți generale Se spune că un spațiu este ireductibil între punctele a și b dacă este conex și dacă aceste două puncte nu pot fi conectate prin nicio mulțime conexă închisă, în afară de întregul spațiu; cu alte cuvinte, dacă spațiul este ireductibil în raport cu proprietatea de a fi o mulțime conexă închisă care conține punctele a și b * ) Punctul a se numește punctul de ireductibilitate al spațiului Exemple Fiecare interval este ireductibil între capete Curba "sin(I/x)" definită de condiții y = sin(l/x) pentru - Spații ireductibile și indecompuse Dovada Fie C un continuum ireductibil în raport cu proprietatea f(C) = f( ?-') (cf § , H, Teorema ); dacă a și A sunt două puncte ale lui C astfel încât /( ') este ireductibil între f(a) și f(b), atunci C este ireductibil între a și b Teorema Dacă T este un continuum ireductibil între punctele a și b și f este o mapare monotonă continuă a lui T, atunci f( ' ') este un continuum ireductibil între f(a) și f(I>) Dovada Fie C un continuum astfel încât /(n), /(/?) £ Cc:/( " ') Deoarece / este monoton, mulțimea /"'(C) este un continuum Teorema ') Dacă H este un continuum și a este un punct 'E astfel încât T nu este unirea a două subcontinuumuri proprii care conțin roaba a, atunci a este un punct de ireductibilitate -g' II Submulțimi conectate de spații ireductibile Fie spațiul ireductibil dintre punctele a și b Teorema I Dacă C este o submulțime conexă a spațiului ,T care leagă punctele a și b, atunci C este ireductibil între a și b Dovada Dacă F este o submulțime conexă care conține punctele a și Y, atunci F E Prin urmare, dacă presupunem că F este închis în C, adică F = F ⊂ C, atunci rezultă că F = C TEOREMA Spațiul H' nu este unirea a două submulțimi conexe închise A și B astfel încât a e LPW și Φ Γ > B Dovada Altfel, un io din aceste mulțimi ar conține punctul I) și, prin urmare, ambele puncte a și b, dar acest lucru ar contrazice ireductibilitatea spațiului Teorema Fie C o mulțime conexă închisă Dacă mulțimea T - C este deconectată, atunci este unirea a două mulțimi conectate deschise, dintre care una conține punctul a și cealaltă punctul b Astfel, dacă a e C, atunci mulțimea H' - C este conectată ') Pentru dovezi, vezi Kuratovsky [ , p ] Capitolul Spații conectate Dovada Să presupunem că mulţimea ,T - C este deconectată; atunci există două mulțimi deschise P și Q astfel încât jT-C = PUQ, RPS = , P^O^Q Conform teoremei din § , II, mulțimile A = C U B și B = C UQ sunt conectate și închise; rezultă că (i) A' = A U B, A[\B = C și A^A'^B Prin urmare, prin teorema , a~C Astfel, a doua parte a teoremei este demonstrată În virtutea relațiilor (i), nici mulțimea /I și nici mulțimea B nu pot conține atât punctele a cât și b Să vă B Deoarece mulțimea A este închisă și conexă, complementul său Q, așa cum tocmai s-a arătat, este conexat η b G Q Din motive de simetrie, mulțimea P este de asemenea conexă și "£B TEOREMA Releele A și B sunt role de mulțimi conectate închise astfel încât a e A și b e B, atunci mulțimea Δ' -(//JB) este conectată Dovada Se poate presupune că / I|B = , deoarece altfel / |B = A' Mulțimea C = M' - A este legată prin teorema Să presupunem că C - B \u d UUV, U P V \u d , U și V sunt deschise Trebuie să arătăm asta fie U = , fie V = Conform teoremei din § , II, mulțimile B J D și B U AND sunt conectate și, prin urmare, mulțimile B[}U și BUH sunt conectate Deoarece r = A și c și D' - A - B și A n B = , atunci AP^'-A-B^O, adică /int/U V¥= Prin urmare, fie ΔrDdO, fie LPV=^ Să presupunem, de exemplu, că A D) PD= Apoi setul / U C/U B este conectat Deoarece a, b C(/ U UU B), de aici rezultă că A U C / U B \u d D ', de unde D ' - A - B cz U Și deoarece V cz C - B = ' - A - B, atunci K cz U Deoarece U P V = și V este deschis, rezultă că I = j? - Nі'іііrіnodiіmye și nu pari u>n alte prpstrіnіsgnp Teorema Dacă o mulțime închisă C este conexă, atunci este conexată și mulțimea Int(C) Dovada Putem presupune că CE E şi, în consecinţă, că a^ E - C Trebuie să se distingă două cazuri Dacă E - C este conectat, atunci u E - C, iar din moment ce "£ ' -C, atunci mulţimea Ini (C) == -' - /' - C este conectată prin teorema Dacă E - C nu este conectat, atunci :E - C = PUQ este unirea a două mulțimi conectate u e P, b e Q Presupunând în teorema A = P și B - Q, concluzionăm că mulțimea Int(C) = ~ E - (P UQ) este conexă Teorema Dacă C este o mulțime conexă închisă și "£ Fr(C), atunci mulțimea C nu este nicăieri densă Dovada Mulțimea M' - C este legată prin Teorema Prin urmare, dacă punem = C și B = M' - C, atunci din Teorema rezultă că E - C = :E Teorema Dacă C este o mulțime conexă închisă și a e C, atunci mulțimea E - C este ireductibilă între punctul b și fiecare punct al mulțimii Fr(C) În special, dacă C nu este dens nicăieri, atunci spațiul E este ireductibil între punctul b și fiecare punct din mulțimea C Dovada Mulțimea E - C este conectată prin Teorema Pe de altă parte, dacă F este o mulțime conexă închisă, b e Fa E - C și F ∩ Fr (C) ^ , atunci mulțimea C UF este conexă, care implică faptul că C UF = E Prin urmare M'-CcE, și în consecință F - E - s III Subdomenii conectate închise Ca mai sus, fie E spațiul ireductibil dintre punctele a și b Fie D familia tuturor domeniilor conectate închise care conțin punctul i; mai mult, fie £ D Reamintim că, prin definiție (cf § , VIII), D este un domeniu închis dacă ( ) Γ) = E - E^T) Teorema Dacă OFE'ED, atunci D este ireductibil între punctul a și fiecare punct Fr(Z)) (Ultimul set nu este gol, cu excepția cazului /) = M' ) Dovada Dacă D D', atunci mulțimea E - D este conectată și conține punctul b Prin urmare, potrivit lui Theo Capitolul Spații conectate reme i II, mulţimea D = ; ' - T ~ D legătura dintre punctul a şi fiecare punct al mulţimii Fr( ' ' - t>) Dar D este o regiune închisă și, prin urmare, Fr CT' - /)) ~ Fr(D) (cf § , VIII) Teorema Familia D este strict monotonă Dovada Să arătăm asta dacă O|, O CO și D{ D φ Int(D|), atunci O, cz Int(O ) Condiția Φ Int ( t>!) este echivalentă cu relația (deoarece P\ φ = ,T şi deci b £ / - Dt'; astfel, mulţimea A' este legată prin Teorema de la punctul II) Asa de, U' - /Y - /), cz D-, de unde D, cz D , conform ( ) Deoarece D este ireductibil între punctul a și fiecare punct al mulțimii D n ' - n (prin teorema ), rezultă din condiția ( Γ) A ' - D - , de unde ), cz Ini (t > ) Teorema Familia D, ordonată după relația Dt c ) = b Dh, nu are găuri Cu alte cuvinte, dacă familia D este descompusă în două subfamilii și O în așa fel încât fiecare element din D să fie o submulțime a oricărui element din D , atunci fie primul element există în D , fie ultimul element există în D Într-adevăr, mulțimea va fi un astfel de element, unde este uniunea tuturor elementelor din D{ (S este un domeniu închis; cf § , VIII) Combinând teoremele și cu teorema din § , VII, obținem următoarea afirmație: Teorema Elementele I) din familia D pot fi dotate cu indici care formează o submulțime închisă J cz i/ în așa fel încât [//i Y P/,;= = £Y;PLl și DyMEy^Q; ( ) dacă UD 'Ui, ATUNCI /U,P/i = - U| P J y, e Iy, D) y ~ ; ( ) dacă UD - Zb ATUNCI ІуДУ, = Dovada Relația ( ) este o consecință directă a teoremei Condițiile ( ) și ( ) rezultă din ( ) Conform ( ), £UrP y, = , deci /Y| cu 'Z'-Fy s/ /L; dacă // T'(/) = P u( P Eu, Г(/) > Ko, atunci descompunerea în straturi dă un pachet de linii (ordonare parțială) a spațiului H' în mulțimi închise nevide Teorema Fie h\ 'V -> Ztl | f și -> oo zt -> "o Prin urmare (cp § , X, teorema ) obținem (X) yupdpd nu,"nr"po ,,,n Deoarece prin Teorema , Secțiunea III, D,n Π Eun sunt continue, atunci, conform Teoremei din Secțiunea , II, mulțimea \ va fi de asemenea un continuum Dacă y(/) - sau Γ(/) = I, atunci P Eu \u d P sau P І>, E / = U (/" și / ") e λ o hartă continuă pe Dacă toate straturile f " (y), ■ E ⊂ I / '(I), atunci C este ireductibil față de proprietate, fiind o mulțime conexă care leagă punctele a și b') V Spaţii necompuse ) Definiție Un spațiu 'V se spune că este indecomposabil dacă este conex și nu poate fi reprezentat ca o uniune a două mulțimi conexate închise, altele decât £Γ Exemple Cel mai simplu exemplu de continuum indecompunebil poate fi construit astfel ) Continuul constă din (i) toate semicercurile cu ordonatele ^ centrate la ( / , ) care trec prin fiecare punct al mulțimii Cantor (ii) toate semicercurile cu ordonatele lui DO având pentru n centrul în punctul ( /( • "), ) și care trec prin fiecare punct al mulțimii D situat în intervalul / " D x D / " * Dovada că mulţimea construită este indecompunabilă va fi dată în observaţia la Teorema , punctul VI Dacă punctul ('/a, '/ ) este omis din continuumul Exemplului , atunci se obţine un spaţiu necompunebil (comparaţi cu Teorema ) ) având următoarea singularitate Arcul care leagă punctul ( , ) cu punctul aruncat ('/ , '/ )> este saturat în ceea ce privește proprietatea de a fi o submulțime propriu-zisă conexă închisă (Fig - ) Fie E mulțimea numerelor din intervalul H, care poate fi reprezentată în sistemul numeric cu baza fără cifrele și Set AD \u d E (X e A ') ( /G) "" / ") și D, \u d E [( - r) / • "] Continuul dorit este unirea ') Teorema lui Knaster [ , p ] D Continuurile indecompuse ale Prafului au fost descoperite de Brouwer ], care a infirmat conjectura (Schöpf tpsa) că orice graniță comună a două regiuni plate este indecompusa După cum vom vedea mai jos, ele sunt luate în considerare în multe întrebări topologice Dar pentru aplicarea continuumurilor indecompuse în teoria grupurilor topologice, vezi Danzig [ ], Viettornet ['!], Heemert [I] În afară de Brouwer, exemple de continuumuri indecompuse au fost raportate de Denjoy [I] și Yoneyama [ , p ] (exemplul se datorează lui Wade) :|) Această construcție se datorează lui Knaster [I] Se obține prin simplificarea construcției lui Yannszewski [ , p ], care, la rândul ei, este strâns legată de exemplul Brouwer menționat О Este clar că acest spațiu este homeomorf la o mulțime plată închisă, care se obține din continuumul exemplului I prin inversare centrată în punctul ( / , / ) Vezi Knaster și Kuratovsky [ , p , fig II] § Spaţii ireductibile şi indecompuse (i) toate semicercurile cu ordonate Knaster ) Vezi Mazurkiewicz [I(>] și [ ] Cf și Kuratopekpii [ ] ) Dovada Mazurkevici [ ] Această teoremă răspunde la întrebare, dar răspunsul este II Alexandrov ) Vezi Dyer [I] pentru dovadă Vezi și Betel [ ] Capitolul Spații conectate Nota Există continuumuri necompuse ereditar, adică continue al căror subcontinuum este indecomposabil Mai mult ), în spațiul tuturor subcontinuum-urilor unui pătrat, mulțimea tuturor continuumurilor ereditar indecompuse este o mulțime O^ densă peste tot și, în consecință, o mulțime reziduală Acest fapt pare destul de surprinzător: dintre subcontinuumurile pătratului, cele mai singulare continuumuri sunt cele mai frecvente Este limpede că un continuum ereditar de necompunet nu conţine arce ) Observația Faptul că în spațiul tuturor subcontinuelor unui spațiu compact continuumurile indecompuse sau ereditar indecompuse formează o mulțime O rezultă direct din definițiile lor (cf § , IV, Teorema ; § , , Corolarul a; § , VI): {C descompune}ss V (C = K U A)(/ crpancrna Dacă spațiul este conectat, în raport cu p ns este unul dintre cele sute de puncte de ireductibilitate, atunci С= = $С Astfel, este evident că conceptul de comyozaite a unui punct p nu prezintă interes, cu excepția cazului în care p este un punct de ireductibilitate al spațiului Este ușor de demonstrat (Kuratovsky [ ]) că comyozaitul punctului O din Exemplul și V constă dintr-o succesiune infinită de semicercuri care trec prin capetele intervalelor adiacente lui Y Această componentă este o imagine continuă unu-la-unu a semiliniei lddo Toate celelalte comyozaite ale acestui continuum sunt imagini continue unu-la-unu ale întregii linii Familia de compozite a unui continuum dat este strict tranzitivă în sensul categoriei ), adică dacă o mulțime cu proprietatea Baire este o unire a unor compozite, atunci fie această mulțime, fie complementul ei (față de continuu) considerat ca un spatiu) este multimea primelor categorii ) Teorema Dacă C este un compus dintr-un punct p, atunci există o succesiune de mulţimi conexe închise K\, K>, astfel încât ( ) C = /GU/ , p e K, mulțimea K U D este un continuum care leagă punctele a și />; de aici D )^ = M' și deci Deoarece D s: G, atunci, conform ( ), N A K s: N A G \u d , și deoarece P s C, atunci pe baza ( ) există o relație N A D s-s: N A C = Prin urmare, N = ') Vezi Knaster și Kuratovsky [ , p ] Capitolul Spații conectate După teorema , complementul componentelor unui continuum este întotdeauna o mulțime de granițe În acest sens, formulăm următoarea teoremă: Teorema Fie C o componentă a continuumului YH Dacă R - C nu este o mulțime de granițe, atunci este un domeniu necompunebil Dovada Presupunem, ca mai înainte, că spațiul R' este ireductibil între punctele a și b și că C este o componentă a punctului a Fie Q = λ" - λ-' - C Să presupunem că λ' - C nu este o mulţime de graniţe, adică QE λ' Întrucât mulţimea H - C este un continuum care conţine punctul b (prin teorema ), mulţimea Q este de asemenea un continuum (prin teorema din punctul II) De aici rezultă că Q c C Într-adevăr, dacă presupunem că ^ = și, în consecință, că H' - C = / = R', atunci este ireductibil între punctele a n b) și Q c C, deoarece Q I ' De aici rezultă că H' - C c R' - Q şi I' - C cz I' - Q - YG - I' - I' - C cz YG - C, si de aceea ( ) M' -C = -Q Aceasta arată că M'-C este o regiune închisă Să presupunem că mulțimea R - C este descompunabilă Fie M n N două continue astfel încât ( ) R' - C = LI UN n R ¥ = R'-C N Apoi ( ) M - C=/= =/=N - C Într-adevăr, din egalitatea N - C = rezultă includerea H' ~ C cz R-' - N; prin urmare, conform ( ), R' - C C R' - C - N C M, și deci R' - C C M, contrar inegalității ( ) Să considerăm două cazuri, după Q = sau Q = În primul caz, R' - C - R = M (J N Fie n e A Dar atunci rezultă din ( ) că M = R ', care contrazice inegalitatea ( ) dolari Spații ireductibile și indecompuse ' Acum luați în considerare al doilea caz În acest caz, așa cum am arătat deja, un £ Q Din moment ce spațiul este conectat, din egalitate D' = y/• / - C U L' - C = QU MU N (cf ( )) rezultă că Q А (ЛІ U Л/) |, capitolul mulţimea Γ - C este formată din două regiuni închise conectate, dintre care una, să zicem D, conţine punctul c/, iar cealaltă este fie goală, fie conţine punctul /> Deoarece D ⊂ ⊂ , mulțimea DJ C este conectată și aparține lui D (deoarece este un domeniu închis; cf § , VIII) Lăsa £)'EL OczO'czOUC Să arătăm că fie D* = D, fie D" - D[JC Conform teoremei și ІІІ, " este un punct de ireductibilitate al mulţimii D\ Prin urmare, prin Teorema şi II setul D' - D este conectat Deoarece /Y - B este o regiune închisă în raport cu mulțimea D', care este ea însăși o regiune închisă, rezultă că D* - D este o regiune închisă (cf § , VIII) Prin urmare, D* - D ca submulțime a lui C este subdomeniul său conex și relativ închis Deoarece C este necompunebil, rezultă din teorema și V rezultă că fie Y - D = , fie ІУ - D = С În primul caz, D* = D, iar în al doilea DU C \u d DU ІU - D c: DJ D" \u d D *, prin urmare, D" \u d B U C În schimb, avem următoarele Teorema Dacă elemente Dy, și DUi din familia D formează un salt, apoi setul Du, - Dy, este indecomposabil Dovada Prin Teorema I, itemul III și Teorema , itemul II, se leagă mulțimea Dy, -Dy Fie A și C două mulțimi conectate închise astfel încât Ru, - Dy, - A U B Să arătăm că una dintre ele coincide cu Ru, - Ru, Fie A* - 'K - - A și B* = M' - M' - B Prin teorema și II multimile A" si B* sunt conectate Mai mult, multimea A(JB - = Dy, - Dy, este o regiune inchisa (ca regiune inchisa relativ inchisa in regiunea inchisa Dy), A U B \u d D ' - D ' - (L CV), de unde (cf § , VII (i)) L'U B* = A U B = Dy, - Dy, Dacă Du, =/= , atunci fie Dy, (~| A* ¥= , fie Dy, P B* D O Putem presupune că prima inegalitate este valabilă Aceeași includere este efectuată cu condiția ca Dy, = , iar L* înseamnă cel al mulțimilor L* și B*, care conține punctul a Prin presupunere fie Du, U A* = Ru, fie D/h U L* = Ru § Spaţii ireductibile şi indecompuse În primul caz Dy, = D!h U Dy, - Dy, = Dy, \JA*\J B* - Dy, U B' Prin urmare, Du, ~ Dy, cu cz B și, prin urmare, Dy, - Dy, = B În al doilea caz Оѵ, - Dy, cu Л'а: А, de unde Dy, - Dy, = А Teoremele I și implică următoarele Teorema O familie D are tip de interval de ordin dacă și numai dacă spațiul ireductibil considerat nu conține o submulțime închisă necompunabilă care nu este o mulțime limită Cometariu Dacă F este o submulțime închisă a lui EJ care conține punctele și , atunci există un continuum ireductibil între punctele și pentru care J = F (cu alte cuvinte, astfel încât D este ca F) Într-adevăr, este necesar doar înlocuirea fiecărui interval adiacent lui F cu continuumul din Exemplul , p V, redus corespunzător și având aceleași capete ca intervalul corespunzător În special, pentru orice continuum necomposabil nevid, perechea ( , ) coincide cu mulțimea J Teorema Fibrele continuumului A', ireductibile între punctele a și b, coincid cu mulțimile saturate în raport cu proprietatea de a fi un continuum care este unirea unui șir (finit sau infinit) de continuumuri dense nicăieri și continuumuri necompuse Dovada Fie / o hartă monotonă continuă astfel încât {(■%') - & Fie C un continuum dens nicăieri, H-' - C - iE Să arătăm, mai întâi, că f(C) constă dintr-un singur punct Să presupunem că f(C) - afi, unde O^a A și b(~B Dovada Conform teoremelor și ale articolului VIII, este suficient să arătăm că dacă spațiul T este ireductibil între orice pereche de puncte a e A și b e B, iar C este închis și conectat ireductibil între AP C și B P C, atunci C - K Fie a e LPS și b e B{]C Întrucât mulţimea C este închisă, conectată (conform teoremei a articolului VIH) şi leagă punctul a cu punctul b, atunci C = Ж' Teorema Dacă un continuum indecomposabil K este legat ireductibil între două mulțimi închise Ho și At, atunci există o componentă C astfel încât SP(LouA ) = Dovada Fie /? , /?,, baza continuumului W', și fie Sjn, ] = , , unirea componentelor mulțimii E - Rn care se intersectează cu mulțimea Aj O asociere ( ) s = s/ousyiu coincide cu unirea componentelor spațiale care se intersectează cu mulțimea Ap, într-adevăr, dacă K este un astfel de continuum încât că Kaz%' - Rn și, în consecință, K cz S!ncz / Astfel, este suficient să arătăm că S; este o mulțime din prima categorie, sau, deoarece Sj este o /\,-mulțime (conform ( )) că Sj este o mulțime de graniță, i e ( ) D" - S, = Capitolul Spații conectate Dar fiecare componentă conținută în '| y este peste tot densă în spațiu (cf VI, Teorema ), deci ( ) Deci, cum fac spațiu? este ireductibil între orice pereche de puncte ao€^o> "i Ai, de aici rezultă că •SoCI'S^O, de unde S^jCZct' - Sj, de unde cz R' - S s, iar aceasta pe baza ( ) dă ( ) Teorema Dacă Eq și E} sunt două continue necompuse și A și A[~dea sunt mulțimi închise astfel încât £ r E\ = DoImі și Ej (unde j = , ) sunt conectate ireductibil între mulțimile Lo și Ao, atunci uniunea E \)E\ este ireductibilă între două puncte Dovada Conform teoremei , există o componentă Cj a mulțimii Ej, unde / = , , astfel încât Cj P (Până la U D) = , prin urmare, SuP^oP^i Fie aj ^ Cj Continuul Ej este ireductibil între a] și fiecare punct al mulțimii £ , £i și prin urmare (prin teorema ) este legată ireductibil între a și £ Π Din aceasta rezultă, conform teoremei a articolului VIII, că mulţimea Eo şi E[ este ireductibilă între punctele a şi a} X Observații suplimentare Un lanț este o colecție finită de mulțimi deschise Gh , Gn astfel încât G/P G =# dacă și numai dacă |i - / ^ Dacă (G/) există o vecinătate conexă Ε a punctului p astfel încât (t) G, unde G este o mulțime deschisă arbitrară Atunci există un element R£ B astfel încât p £ RaG Fie C o componentă a unui punct p din R și D o componentă a unui punct p din G Prin presupunerea pCInt(C); dar C cd D, de unde Int(C)cc:Int(O) și deci pG Int(D) Aceasta înseamnă că spațiul l Cu în punctul r O conexiune locală este un invariant topologic (prin definiție) Această proprietate este locală, și anume, următoarele deține Teorema Dacă G este deschis și p £ G, atunci G este un l Cu în punctul p dacă şi numai dacă spaţiul T l Cu în punctul r Dovada Lăsați spațiul T l Cu în punctul r Fie p e H, unde // este o mulțime deschisă față de G, adică H este deschis și // sg G Fie C o componentă a punctului p în // Prin ipoteza p C Int(C), t s p(t T - C, de unde p e C - - G - C Dar aceasta înseamnă că p este un punct interior al mulțimii C față de G În consecință, G este un ls în punctul p ') cf Nally [ ], Mazurkiewicz [ ], Khai [ ] § Conexiune locală Invers, fie G l s, în punctul r Fie // o mulțime deschisă și p G H Deoarece mulțimea GR// este deschisă, atunci p este un punct interior al componentei sale în GR// și, în consecință, al componentei sale în H Astfel, //' l Cu în punctul r Teorema Mulțimea punctelor la care spațiul metric este conectat local este o mulțime G Dovada Această mulțime este intersecția infinită GiRG R a mulțimilor Gn, unde Gn este uniunea tuturor mulțimilor Int(E) astfel încât E este conex și (E) există m) > astfel încât condiția |x - p| e Teorema Dacă "fiecare dintre mulţimile Ao şi L[l Cu în punctul p, apoi în punctul p l Cu și o mulțime de LoIMi- Dovada Fie E / o vecinătate conexă a unui punct p din A lr unde / = , Atunci p^Aj - Ej, t s p(t(Ao-E )u(A -E,) Deoarece (Lo - E(|) U (L, - £,) => [L" - (En U E,)] U [L, - (Eo U E,)] = = (L iL )-(E iE ), Acea /^(LouLI)-(E uE ), de unde rezultă că mulţimea EqUE, este o vecinătate conexă a punctului p din mulţimea LoO A, Teorema Dacă T/ n Cu în punctul a](j - O, ), apoi produsul direct X l Cu în punctul (a , la) Capitolul b Spații conectate local Dovada Fie G o submulțime deschisă a produsului care conține punctul o mulțime deschisă (în așa fel încât (cf Teorema § , I) a/^HjCZ Tj și HoXHțCzG Fie C/ o componentă a punctului a/ din J j Prin ipoteza a/£lnt(C/), de unde (cf § , ІІІ ( )) avem ("o, at) G Int(Co) X Int(Ci) = Int(C X CJ și CaX C( c: H X /De G În consecință, Cq X Ci este o vecinătate conexă a punctului (a , există o secvență de regiuni Ri, R , astfel încât USD Conectivitate locală (i) (/?n) ) și (// AB) \u d YA (LiV) \u d B Și (//A L) A (B A B) \u d// A L A B \u d C, şi de aceea mulţimile H A A şi H A B sunt legate (§ , II, Teorema ) Deoarece mulțimea H(]A este o vecinătate conexă Capitolul punctul p față de mulțimea A conținută în G, apoi A l s, în punctul r Teorema poate fi generalizată după cum urmează Teorema a Dacă EE = / U U Fn, F / = Fj și Fj(\Fk l s (pentru ]=£k), atunci mulțimile Fj sunt conectate local Dovada Sa punem L \u d G / și B \u d F, U UFy- UF / + U UL, - Deoarece seturile F/QF/, l s , apoi A D) B l Cu prin teorema În consecinţă, mulţimea A l s , conform teoremei Teorema Dacă mulţimea F este închisă şi l s , iar C este o componentă a mulțimii EE - F, apoi EE - C și C (JF sunt conectate local Mai mult, dacă S este unirea unor componente ale mulțimii EE - F, atunci EE - S și SUF sunt conectate local Dovada Această afirmație este o consecință a teoremei , deoarece r = (^-S)U(SUF) și (^-S)n(SUF) = F, deoarece S este o multime clopen Teorema Fie F și S mulțimi nevide care îndeplinesc condițiile teoremei Dacă spațiul EE este conex, atunci fiecare componentă C a mulțimii EE - S conține o componentă a mulțimii F În consecință, mulțimea EE - S nu are mai multe componente decât F (dacă F este conectat, atunci EE - S este și el conectat) Dovada Deoarece F cu EE - S, trebuie să arătăm că C (] F Să presupunem că CF ^ = , adică că C și EE - F Fie R o componentă a mulțimii EE - F care conține C După definiția mulțimii S, fiecare componentă a EE - F care nu este conținută în S nu intersectează S Prin urmare, R П S \u d , adică R c EE - S, de unde R c C, întrucât R f) C #= şi C este o componentă a mulţimii E - S Astfel, obținem C = R; aceasta înseamnă că C este deschis-închis (ca o componentă a setului închis EE - S și a setului deschis EE - F) Dar acest lucru este incompatibil cu conexiunea spațiului EE § Conexiune locală Teorema ) Dacă {A,} este o familie de componente ale mulțimii A, atunci Int(L) == U Int(Ld t Dovada Este evident ca Pe de altă parte, fie p • ••> astfel încât ( ) /?=qiuq u , ( ) Qn cu R Deoarece R este conex, putem presupune (cf § , II, Teorema ) că ( ) (QiU - UQjnQrz+i^O pentru n= , Mulțimile Q și R' - R sunt închise și nu se intersectează (cf ( )), deci sunt separabile și, conform teoremei , există un domeniu R\ astfel încât QîCzRi și R, cz R Continuăm construcția prin inducție Lăsa ( ) Q U • • • U Qn cz R și RnczR-, atunci mulțimea (JQn+ este conectată (conform ( )) și separabilă de ÂE - R (conform ( ) și ( )) Prin urmare, în conformitate cu teorema , există un domeniu /?l+ eu asa incat UQ,î + / a mapării f, unde B este lc Gf ,-o grămadă de Mai mult, lsvscl), Dovada Într-adevăr, conform teoremei din § , I, există un bl-set A* care conține A și o extensie /*: A* -> / a mapării f Rămâne de pus B = L*LV(L) și g = f|B *) Vezi Eilenberg [ , p ] Legea IG Capitolul III Proprietăți de frontieră )- Teorema I Fie {A J o familie de mulţimi arbitrare într-un l s Cu spațiu -іE; Apoi ( ) Fr(UA)czUFr(A) Mai precis, dacă p ^ Er(I) A - UFr(/ φ = £ E - D/o, de unde E L Pg(A/,)=A- , întrucât Ε este conex (cf § , I, Teorema ) Dar aceasta contrazice condiția ( ), deoarece EU: I- U Fr (DD Fr (Dg) tt Cometariu Raportul (I) caracterizează l Cu spaţiu Într-adevăr, orice spațiu care nu este un l p s , conține o succesiune infinită de mulțimi deschise disjunse care nu satisfac relația (I) ) Teorema Dacă G,, G , este o succesiune de mulţimi deschise disjunse într-un l s Cu spațiu metric, atunci Ls Gn cz Ls Fr(G") ') Vezi Kuratovsky [ , p ] ) Kuratovskii [ , p ], unde această aserțiune este dovedită pentru spații topologice generale Conectivitate locală Dovada Dacă p £ LsGn, atunci pț-W-Ga pentru fiecare n (deoarece mulțimile Gn sunt disjunse) Astfel, p^A" - U ; ) și din incluziunea Ls Gn cz (J Gn spune ca Р €ІЖ - U Gn = Fr (U GA c U Fr(Gn) conform teoremei Prin urmare, Ls G "c \u d U Fr (G "), rt~>oo C Unde Ls G"= Ls Gm+"cz U Fr(G") n->oo n-*oo P"Sh pentru orice m (cp § , IV, Teorema ) Astfel (cf § , IV, Teorema ), OO Ls G"c П U Fr(G") = Ls Fr(G") n->oo ">oo Teorema Dacă A este o submulțime a lui l Cu spaţiu şi C este o componentă a lui A, apoi Fr(C) C Fr(/ ) Mai mult, dacă p £ Fr(C) - Fr(A), atunci spațiul nu este un l Cu în punctul r Dovada Lăsa p C Fr (C) - Fr (L) \u d C P ă ^ C- (Ă P JL) Apoi r € L - (L P D' - L) s G - ha, Dacă spațiul D' ar fi conectat local în punctul p, atunci ar exista o vecinătate conexă Ε a punctului p astfel încât EcD' - M' - A și, în consecință, p £ Int(E)|"| Fr(C); deci (cf § , II, corolar la, și § , I, teorema ) avem Int( E )f| C = # = # Int(E) - C și E (\C = £ Q = £ E - C Prin urmare, aceasta contrazice presupunerea că C este o componentă a mulțimii A, deoarece din condițiile Ea A și E f) C = # rezultă că E c C, deoarece E este conex Teorema Fie A o submultime a lui l Cu spaţiu Dacă Ex(A) este conectat local, atunci A este, de asemenea, conectat local * Capitolul Spații conectate local Dovada Această afirmație decurge din Teorema , punctul II, deoarece D] M'- = M' ŞI L P M' - L = Fr (D) IV Separarea spațiilor conectate local Să fie H l Cu spațiu obișnuit Teorema I Dacă F este o mulțime închisă care nu separă mulțimile M și N care nu se intersectează cu F (aceasta înseamnă că FE - F este conectată între M și N), atunci există un domeniu R astfel încât ( ) ? P M #= /? P V și W = Dovada Conform teoremei , punctul II, există o componentă C a mulţimii M' - F astfel încât C |~| M =# =# =#Cf)V Fie pțCftM și qțCftN Conform teoremei , punctul II, există un domeniu R astfel încât p, q ⊂ R și ? cz С, de unde urmează relația ( ) TEOREMA Mulțimea G de puncte ale mulțimii A' -( MUV) care nu împart spațiul dintre M și N este deschisă în Dovada Fie x e G, și fie R o mulțime conexă astfel încât R |~|M = # R n N și xt T - R Atunci pi un punct al mulțimii T - R nu separă M de N Lema Dacă Z este o mulțime arbitrară de perechi {m, n) de numere întregi pozitive, atunci există o succesiune infinită astfel încât pentru toți indicii I ( ) fie {kh kl+l)£Z fie {kt, kl+i)^Z Dovada Să presupunem că nu există o secvență de primul tip; atunci există un număr m (mai mult, nr poate fi arbitrar mare) astfel încât din condiția n>nr rezultă că {nr, n)(£Z Notând șirul acestor numere nr după tip Notați cu S(a, b) mulțimea de puncte care separă a de b (cf § , IX) Teorema (Wyburn )) Mulțimea S(a, A)Ua\JA este compactă (spațiul ' se presupune a fi conex și metric) Vezi Wyburn [ ] și [ , p ] § Conexiune locală Dovada Prin teorema se inchide multimea S(a, Z>)U UaU^ Presupunem că nu este compact Atunci S(a, b) conține o succesiune infinită de puncte (distinte) p[, p , fiecare subsecvență formează o mulțime închisă Prin presupunere, pentru fiecare n există două mulțimi deschise astfel încât ( ) &-pn~Mn(JNn, Mn(Wn = , a e Mn, neun Fie Z mulțimea perechilor (r, m) astfel încât p, n e Mn Conform lemei anterioare, există o succesiune infinită k deoarece dacă Fr (/?/) ar fi format dintr-un singur punct, atunci acest punct ar împărți spațiul În consecință, problema noastră se reduce la a demonstra că Rj este un arc AO Deoarece mulţimea Fr (Rj) l masa Cu şi mulţimea Rj (prin Teorema , punctul III) Din ipoteza că Rj nu este un arc aoalt rezultă din Teorema că există un punct p e Rj astfel încât mulțimea Rj - p este conexată între a și aP Arătăm acum că Rj - p este o mulțime conexă Dintr-o presupunere ( ) Rt = UUV, U = U, V = V, UftV = p, U^Rj^V, a £ U ar urma ca (deoarece Rj - p este legat intre punctele ao si Ri) si deci /?i /PV = O, de unde (R^j (J SHP V = U P V = p Dar descompunerea = (R^j (JU) UV contrazice presupunerea că p nu împarte spațiul Să presupunem în continuare că Ro nu este un arc aoa i Apoi există un punct PofzRo astfel încât setul Ro-Po este conectat Să luăm în considerare două cazuri, în funcție de faptul că mulțimea Ri este un arc ao sau nu În primul caz, fie pt C Rt; în al doilea caz, fie pt un punct al mulţimii Rt astfel încât /?! - pj este conex (existența unui astfel de punct tocmai a fost dovedită) În ambele cazuri, perechea Po, Pi nu împarte spațiul, contrar presupunerii Teorema ) Dacă spațiul metric IV (conținând mai mult de un punct) este discoerent (adică nicio submulțime conexă închisă nu îl separă), atunci este o curbă închisă simplă *) Vezi Wilder [ , p ] jS Conectivitate locală Dovada Fie Q o regiune astfel încât =#Qy=JF Lăsa /?o \u d - Q și L?, \u d, V - /?o Seturile Ro și /?| sunt legate prin presupunere, nu sunt goale și (conform § , VIII) ( ) Rj** - R\~j pentru /x= , Fie F = Fr(/?o) - Aceasta dă ( ) F==^o-/?o = ^nR = Fr(/? ) = ^-(/?oU/? ) Prin urmare, mulțimea F conține mai mult de un punct (pentru că niciun punct nu împarte spațiul) Să arătăm că F conține exact două puncte Să presupunem că F conține trei puncte distincte a , ax și a Deoarece spațiul %*' este conectat local, fie Ho, D și A trei domenii astfel încât ( ) a* Tlfc (^ = , , ) și Λo Q Λ[ = Λ[ ("| Λ = Λ Γ Λο = Deoarece afc F = Fr (/?/), atunci ( ) Ak Π Fr (Rj') → O, deci pLA=/=O pentru / = , și k = , , Prin urmare, mulțimea /?/+=/?/U Lo U Li este conectată, de unde rezultă că mulțimea ( ) /?G / = Ri-i - (Lo U Li) = ££ - Rf - Lo - L, - G - Rț există o zonă Conform ( ), ( ) și ( ), a € Rt П #Г г Prin urmare, mulțimea RfURÎ-j este conexă și, prin urmare, este conexată și mulțimea (cf ( )) FF -(R, UR^t)=* R^r Deoarece mulțimile Lo și Aj sunt separabile (cf ( )) și Ri-I - Ri ~ l \u d Ri-l ~ Rt-i - (Le U Li) cLo U Li, apoi unul dintre următoarele seturi: Log) /?i-/ -/?i-/ sau L, P Ri f - Ri f gol Să presupunem că primul set este gol: ( ) LoP/?i-/-/?G-/"O Capitolul Spații conectate local Dar, conform ( ), LoP/?i / = , de unde - IOP Ri-i - Ri~i - Lp ГІ Ri~j> care contrazice relaţia ( ) Astfel, am demonstrat că mulțimea F - Fr (R[) este formată din două puncte Fie F = (a , D) Conform teoremei p III, mulțimea R] este conectată local Rămâne să arătăm că Rj este arcul "oops!", adică (cf Teorema ) fiecare punct al mulțimii Rt împarte R/ între a și Să presupunem că p ⊂ Ro și /?(| - p sunt conectate între a și "| Prin teorema , există o mulțime conexă închisă C astfel încât a , a{ £ CcRn - p, de unde Fc Ca E - R{ Din această relaţie, conform ( ), rezultă că A C = (FU/?oU/?i)-C = (/?oC)U/?i Dar această egalitate dă o descompunere a mulțimii M' - C în două mulțimi deschise nevide și neintersectate (deoarece p £ Ro - C), ceea ce contrazice presupunerea că spațiul este discoerent Teorema Mulțimea E împarte spațiul metric EE în n părți separabile (nevide) dacă și numai dacă E conține o mulțime închisă F astfel încât fiecare mulțime H care îndeplinește condițiile FcH = HcE împarte spațiul EE în n (disjun și nevid) ) seturi deschise Dovada Condiția formulată este necesară, conform Teoremei din § , VII Pentru a-i demonstra suficiența, presupunem că mulțimea M' - E nu constă din n părți separabile nevide Apoi, prin teorema din § , II, există k mulțimi conexe C,, , C, astfel încât D' - E - U • • • U Ck, unde k oo Daca spatiul R' este compact, atunci continuumurile K\, Kx, pot fi considerate disjunse pe perechi, deoarece pot fi inlocuite cu continua /G,, Kn, unde u = si dist(/(, KP() nі-i pentru i> ') Vezi Mazurkiewicz [ , p , Lema I) ) După Zaraikevici [ , p J mier Uryson GBP] § Conexiune locală Exemplu Curba E [y \u d sin (l / x)] ( p) ) Dovada Prin presupunere, există o vecinătate închisă E a lui p astfel încât, dacă C este o componentă a lui p în E, atunci p nu aparține interiorului său, adică p e E - C Am stabilit ( ) p = limp, OO ( ) Pn e E-C Fie Cn o componentă a lui pn în E Atunci ( ) C P Cn = Într-adevăr, altfel mulțimea C U Cn ar fi un continuum în E, deci CUCnc:C, de unde pn e C, contrar ( ) Fie F o vecinătate închisă a lui p astfel încât ( ) Fc:Int(E) Putem presupune că pn £ F Pentru u = , , Fie Dn o componentă a punctului pn din F Deoarece F C E, atunci ( ) Dn c= Sp Din secvența {OD alegem o subsecvență convergentă (cf § , I, Teorema I și § , II) și setăm ( ) K = Lim O P->oo În virtutea (I), aceasta implică faptul că ( ) P^K^F Dar atunci (cf ( )) K o > E, și întrucât K este un continuum (cf § , II, Teorema ), atunci ( ) KsS, I) miercuri Moore [ ], Zarankevici [I, p } și Uryson [ , p ], Capitolul Condiția este îndeplinită deoarece, conform teoremei din § , III, D"nFr(F)=# , de unde OFr(F)^ , în timp ce p e Fr(F) (căci F este o vecinătate a punctului p) Mai mult, K Y, coincide cu familia de componente ale mulţimii N şi puncte individuale ale mulţimii E - N Dovada Funcția f indusă de partiția luată în considerare este un homeomorfism în fiecare punct al mulțimii r - N (cf Teorema din § , IV) In consecinta, punctele multimii f( T - N) sunt puncte de conectivitate locala a spatiului Y Daca Q este multimea de puncte la care Y nu este un l t s , apoi Qczf(N) Deoarece dimf(M) > (vezi § , V, Teorema și § , VI, Teorema ), rezultă că dim Q > O și, în consecință, Q = prin Teorema Combinând teorema cu teorema din punctul IV, obținem următoarea afirmație: Teorema Dacă T este un continuum discoerent și N = £ E, atunci spațiul Y considerat în teorema este o curbă simplă închisă Din aceasta rezultă următorul rezultat: Teorema Fiecare continuum discoerent X este local un arc în fiecare punct al mulţimii E - N Dovada O curbă închisă simplă este local un arc, iar funcția f este un homeomorfism local în fiecare punct al mulțimii V Cometariu Teorema poate fi generalizată cu ușurință după cum urmează ) Reamintim că o proprietate se spune că este locală dacă spațiul o are într-un punct p dacă și numai dacă fiecare vecinătate a acestui punct are această proprietate în p Fie P o proprietate topologică locală într-un punct astfel încât mulțimea de puncte în care continuul •) Vezi Moore [ ] ) Vezi Oneburn [ ] Capitolul o posedă, nu este zero-dimensională (adică este fie vid, fie are o dimensiune pozitivă) Apoi avem următoarele Teorema Dacă N este mulțimea de puncte în care spațiul are proprietatea P, atunci Teorema rămâne valabilă R poate fi înțeles ca următoarele proprietăți! (i) dinip^'^M (n^l); (ii) ordp <> Ko (vezi § , III, Teorema ); (iii) ordp X c; (iv) p este un element al continuumului de convergență (sau continuum dens nicăieri) care conține mai mult decât punctul p O demonstrație similară cu cea a teoremei ! ne permite să stabilim următoarea afirmație: Teorema Orice continuum care nu este l p s , conține (i) o mulțime conexă care nu este un semi-continuum", (ii) o mulțime deconectată care este totuși conectată între două puncte Dovada Să revizuim demonstrația teoremei , reținând semnificația simbolurilor p, E, F, C și Cn Putem presupune că continuile Cn sunt disjunse pe perechi și formează o secvență convergentă: ( ) L = Lim Sp P->oo Conform ( ), p £ L, de unde L C C, întrucât L este un continuum (§ , II, Teorema ) Conform teoremei din § , Cn P Fr (t)=U= , de unde L P Fr(t) =t= în virtutea ( ) Din egalitatea £QFr(£) = O, care rezultă din ( ), rezultă că L = [£ U Fr(£)]=/= , deoarece L este conex Astfel, există un punct q £ L Π Int(t) - F Fie H o vecinătate închisă a punctului q astfel încât H c E - F Fie D o componentă a lui p în F și / o componentă a lui q în H Atunci și D(]I = Prin urmare, mulțimile D, I, Cx, C , sunt disjunse pe perechi și, conform Teoremei din § , III, există o succesiune infinită de indici și o mulțime conexă W astfel încât Ck, U Ck, U cu W și fie W p D - , fie = Prin simetrie, este suficient să luăm în considerare primul caz Deoarece pț L, mulțimea Р = WU р este conectată Cu toate acestea, nu este un semi-continuum, pentru că altfel § Conexiune locală ar exista un continuum R (cf § , III, Teorema ) astfel încât pțRePQF și R^p (deoarece F este o vecinătate a punctului p) Dar din condiția p £ Re F rezultă că Re D, de unde R ∩ W - , și din moment ce Rep, atunci R = p În sfârșit, mulțimea p U q J |J Cn este legată între punctele p p și q (§ , IV, Teorema ), deși nu este o mulțime conexă VII Distanța relativă ezitare ) Definiție Infimumul diametrelor (t), unde E înseamnă o mulțime conexă arbitrară care leagă punctele k și y, se numește distanța relativă dintre punctele k și y ): ( ) Pr(x, y) = infd(E) Din definiție rezultă că condiția p(x, y) îi corespunde un domeniu R astfel încât CaR și (R) ^ (C) + e, și anume, R este o componentă a mulțimii C într-o bilă deschisă cu centrul C cu raza e/ Teorema Fie E un spatiu care satisface conditiile teoremei Fie £b'r acelasi spatiu cu metrica generata de distanta relativa Maparea identității f: continuă", cartografiere inversă [~ este continuă la p dacă și numai dacă RT este conectat local în acel punct Dovada Funcția f este continuă deoarece I x - y K rg (x, y) Invers, dacă funcţia f~l este continuă într-un punct x, atunci fiecărui e > îi corespunde r] > astfel încât din condiţia |x - //Kl să rezulte pAx, y) P Exemple Să considerăm curba sin(l/x) din exemplul al articolului I; pentru ea ω(p) = în orice punct al acestei curbe cu abscisă În Exemplul ω(z/) - -// pe axa y Teorema Pe orice continuum indecomposabil IE, oscilatia este constanta (= ($')) Dovada Într-adevăr, în orice vecinătate a unui punct dat p, există un punct q astfel încât spațiul H' este ireductibil între p și q (§ , VI, Teorema ); deci pDr, q) = b ( n § Continuuri metrice conectate local!) I Conexiune arcuită Definiție Un spațiu se numește arc-conectat (d c ) dacă orice pereche a punctelor sale poate fi conectată printr-un arc Se numește arc-conectat local (l d c ) într-un punct p dacă există un l c vecinătatea punctului p, adică fiecărui > îi corespunde m] > astfel încât din condiția I x - p | îi corespunde r] > astfel încât pentru fiecare pereche de puncte x, y ⊂ F din condiția | x - y | F și W) = L Această afirmație poate fi consolidată după cum urmează: Teorema Dacă F este o submulțime compactă nevidă a unei conexiuni și l d s spațiu E, atunci orice funcție continuă f care îndeplinește condițiile ( ) are o extensie f*: ff-> E, care este un homeomorfism în orice interval adiacent lui Dovada Fie (a ; >|), (a , b ), o succesiune de intervale adiacente oo § Continuuri metrice conectate local Acea lim I f (bn) - f (an) | = , tl->oo iar prin teorema în X există o succesiune de arce An(n" , , ) cu capete /(an) și f(bn) astfel încât lim (/ n) = n -> oo Fie fn o mapare homeomorfă a intervalului albn pe arcul An astfel încât /n(an) = /(an) și fn(bn) = f (bj Funcția /' este definită după cum urmează: ( f ( pentru t ST, '~IM Pentru an^t^bn, u= , Următoarea afirmație este un caz particular al teoremei Teorema Fiecare l d s nevid continuumul este imaginea continuă a intervalului Dovada Este suficient să punem F = X În Secțiunea II se va arăta că teorema poate fi generalizată prin înlocuirea condiției conexiunii arcuite locale cu condiția conexiunii locale II Caracterizarea continuumurilor conectate local Teorema (Mazurkiewicz-Moore-Menger *)) Orice l complet Cu spațiul este l d s Demonstrație Putem presupune că spațiul este conex (cf § , II, Teoremele și ) Fie p=^q două puncte fixe Fie G o familie de domenii de diametru Fie G* o familie de domenii S astfel încât d(S) U U Rw, Bt - RaU U Rk, C\ - AtU Bb A = S,\J US(v, B = Sp U U Sik, C = A U B Este ușor de observat că condiția (i) a teoremei indicate este îndeplinită pentru n = , și condiția (iii) pentru u = In afara de asta, xeAnfî!-/?aU/?a' Și xC A nB == pUS(V, și, prin urmare (A f)fîiX (/?a) + (/?a') corespunde unei partiții a spațiului E într-un număr finit de continuumuri cu diametrul d; (iii) spațiul ' este conectat local Dovada Condiția (i) implică condiția (ii) Într-adevăr, dacă f' THE este o hartă continuă și, prin urmare, uniform continuă pe, atunci J = /ltUAU il", ^ = f(H,)U U/Sh și [/(D)] este un număr dat Atunci există r) > astfel încât orice pereche de puncte a căror distanță un număr dat Apoi există o mapare continuă f: $'->■%' astfel încât (i) f(x) este homeomorf la o linie întreruptă, (ii) [f I (y)j C^, de unde Ct > H şi deci C], cG pentru Z = , r Teorema Fie EE și Y două ^-spații Fie o mapare f: EE -> Y să fie continuă și pe Dacă EE este un continuum conectat local, atunci la fel este Y Dovada Fie {//J o acoperire deschisă a lui Y Conform teoremei , trebuie să definim o rafinare finită constând din continuumuri Mai mult, deoarece {f l (П()} este un capac deschis al continuumului EE conectat local, există continuumuri Cb , Cn, § Continente metrice conectate local/i/we astfel încât formula ( ) ține și Ct cz f~' (Hi) Prin urmare, / = Xi)u llCra) şi f(Ci')czff~ (J/i)czHl Aceasta completează dovada Observația Condiția (ii) (Sierpinski), care caracterizează continuu-urile metrice conectate local, este ușor de obținut din teorema III, Domeniile și subcontinua unui continuum conectat local FF Fie F o mulțime închisă și G complementul său Teorema Există o succesiune de închise; l Cu setează F F astfel încât (i) F = F, P F R ; (ii) F"=>F,(+I; (iii) fiecare componentă a mulțimii Fn conține o componentă a mulțimii F; (iv) nicio componentă a lui G nu conține două componente distincte ale mulțimii FF - Fn; (v) mulţimea V-Fn are un număr finit de componente În special, dacă F este un continuum, atunci Fn este și un continuum; dacă F nu separă spațiul, atunci nici Fn nu îl separă În plus, numărul de componente ale mulțimii Fn nu depășește numărul de componente ale mulțimii F, iar numărul de componente ale mulțimii T - Fn nu depășește numărul de componente ale mulțimii G Dovada Mai întâi definim o secvență de l închis Cu setează Fi, F , îndeplinind condițiile (i)-(iii) Să folosim inducția Fie r = ^ Să presupunem că Fn este închis și l Cu şi că FcF" Definim Fn+i- Conform teoremei a articolului II, pentru fiecare n există un sistem de l Cu continuums K" Fmn, astfel încât Fn \u d K "U și b (L?) si in care (Yu) F = n Gn, n ~ (H) G n + FE, ( ) /Crr U Cfe+ și Cft+ și uC/(ic/d Capitolul De exemplu, C| n Ri = o, / /cz ( ) p(x, CjXl/n pentru xC Rn,i- Mai mult, să (cf ( )) ( ) С "с = ( ) Rni na Rn \ -Rn Definim Gn prin relatia ( ) Atunci regiunile Rn, , , Rn,n sunt componentele sale; cu alte cuvinte, ele nu se intersectează Într-adevăr, pentru ), A" care la rândul lor decurg din ( ), ( ), ( ) și ( ) În plus, includerea ( ) se obține din următoarele relații (cf ( ) și ( )): Rn xRn-i / ( oo închis l Cu setați Fn astfel încât ( ) An a Fn oo iar toate componentele mulțimii Fn (al cărei număr este finit; cf § , II, Teorema ) au puncte în comun cu An Conform ( )-( ), mulțimea C* = p(J Ft (J F U este un continuum Conform ( ), niciun punct nu aparține unui număr infinit de mulțimi Fn, deci continuumul C* l s în fiecare punct al uniunii F{ J F U , și deci în fiecare dintre punctele sale (deoarece p nu poate fi singurul punct în care C nu este un ls; cf § , VI, Teorema ) Formulăm următoarea aserțiune fără dovezi: (iv) dacă dimFr(/?) = și P > Ft(R), atunci p l Cu (Wyburn [ , p ]) Teorema Fie G o submulțime deschisă a lui l Cu continuum, și fie Rh R , să fie succesiunea componentelor sale Dacă lim (/? ") = , atunci d (G) = max (/?n); P cu alte cuvinte (cf § , IV), există un sistem finit de mulţimi deschise H\, , Hm astfel încât UHm, //;(]/// = o pentru i^i și b (// k Din moment ce setul G jȘ Continuuri metrice conectate local este complet mărginit, fie LI( Ag un sistem de mulțimi astfel încât ' = A|u U A și b(A;) k, și fie / /e+/ uniunea mulțimilor Rn astfel încât n>k și /?"P L/U= = /?"P A pentru > •••> este dată că NmKn = LK K; PK/ = pentru /#=/, KAK,r = , p^K^p, P -> oo atunci există un continuum care nu este l Cu Astfel, putem presupune că spațiul l Cu Atunci există un continuum Q astfel încât Int(Q) și K -Q=/= Deoarece p £ LimKn, există un număr n(|, astfel încât pentru n^n Continuum C = OQUK,UJ/UnU nu este l Cu în orice punct q £ K - Q, deoarece altfel ar exista un continuum L C C - Q care conține punctul q în interiorul său față de C și AP și )¥=o Dar apoi egalitatea L \u d (LPK) și (APK "") și (TPKp + ) și ar fi o partiție a continuumului L într-o succesiune de mulțimi disjunse în perechi închise, dintre care cel puțin două sunt nevide, ceea ce contrazice teorema Ser-pipsky (§ , III, Teorema ) Teorema Dacă R\, R>, este o succesiune de domenii disjunse în n l Cu continuum, apoi lim (/?") = ■) Vezi Zaranevici [I, p ] și Urysoya [ , p ] j!> Metric conectat local Continua Dovada Într-adevăr, altfel ar exista un număr e > și o succesiune convergentă de continue Ki, Ku, ••> astfel încât un punct, deoarece b(/()^e Cometariu Cu toate acestea, poate exista o secvență de continuumuri disjunse pe perechi C(, C , /i->oo Fie p , p , o succesiune de numere prime începând de la ; C este intervalul al axei x în spațiul x, y, z; Cn~ este un arc format din semicercuri care leagă succesiv puncte /Rp' /rp, ■ ■ ■ , (rp )/Rp si situat in planul z = yln Continuul CUC UC U ••• este şi l s , cu toate acestea, іtb (С") \u d P->OO Teorema Fie G o submulțime deschisă a lui n l Cu continuum și Rh R , este o secvență de componente G e Dovada Teorema rezultă din Teorema și Teorema , secțiunea III Din teoremele și se deduce ușor următoarele Teorema Fiecare n l Cu continuum are următoarea proprietate: (*) dacă Gi, G%, este o secvență de mulțimi deschise disjunse, atunci lim d\ (Gn) = , adică pentru fiecare e > rt -> OO corespunde unui indice u astfel încât pentru n > n mulțimea Gn admite o partiție într-un număr finit de mulțimi deschise disjunse de diametru ne există o partiție Hn = n\\] \J H(tm)n în seturi deschise disjunse de diametru Astfel, mulțimile Fh F , sunt clopene și nu se intersectează, prin urmare, ( ) A a U Fn P Deoarece lim rfI(/?") = , atunci oo ( ) Fn = Fnl U U Fnl , unde (f ) oo În consecință, xn /A,^, unde A[}F,n/m^Q; fie // "E L Astfel, | hp - yn | OO Prin urmare xEL = A, de unde rezultă că x U^n> după n includerea ( ) Teorema Dacă un spațiu separabil are proprietatea (*), atunci legătura acestui spațiu între două mulțimi închise A și B implică legătura sa între o pereche de puncte abL și b e B Cu alte cuvinte, proprietatea (*) implică proprietatea (M) (considerată în § , II, Teorema ) Dovada Mai întâi arătăm că un spațiu care nu este conectat între B și orice punct a G A nu este conectat între Li Prin presupunere, fiecărui punct a e A îi corespunde o mulţime clopen G(a) astfel încât a £ G(a) și /?GIO(a) = Lema implică existența unei mulțimi clopen // astfel încât A c I c (JG (a), de unde B P I \u d a , atunci p aparține unei mulțimi conexe (formată din mai mult de un punct) conținută în E; (iv) pentru fiecare e > există doar un număr finit de componente ale mulțimii E cu diametre > e; (v) *) dacă mulțimea Ε este conectată, atunci este conectată local Dovada Afirmațiile (i), (ii) și (iii) sunt valabile în virtutea Teoremei sau, respectiv, Teoremele , și din § , II Pentru a demonstra (iv), considerăm, în conformitate cu teorema din § , V, o mapare continuă f: E -> % astfel încât mulțimile (y) să coincidă cu cvasi-componentele mulțimii E (yeî) (E)) Dacă E are infinit de componente și, în consecință, conform (ii), infinite de cvasi-componente de diametru > e, atunci există o mulțime infinită Acf(E) astfel încât b [f l (r/)| > e pentru y £ A Fie Et, H , o succesiune infinită de mulțimi disjunse deschise în și astfel încât Λ η = Atunci nicio mulțime Gn = f~l(Hn) nu admite partiția în diametrul diametrului disjuns e) Dar aceasta contrazice proprietatea (*), deoarece mulțimile Glt G>, sunt disjunse și deschise Să trecem la demonstrarea lui (v) Vom presupune că E este un spațiu Să presupunem că spațiul E nu este l Cu în punctul p; atunci există o vecinătate închisă F a punctului p astfel încât p nu este un punct interior al componentei sale în F Prin urmare, există o succesiune de puncte p , convergente către p și aparținând diferitelor componente Qb Q , al mulțimii F Deoarece p e Int(F), atunci, conform teoremei și (iv), există un indice n astfel încât Qn ed Int (F), adică Qn П Fr (F) = Conform (ii), Qn este cvasi-componentă a punctului pn din F Prin urmare, F nu este legat între pn și niciun punct Fr(F), și deci, prin Teorema , între pn și Fr(F) Cu alte cuvinte, F conține o mulțime închisă H astfel încât pn > H, Hf)Fr(F) = și H este deschis în F și, prin urmare, în Int(F) (deoarece H c Int(F)) Dar în acest caz, H este deschis-închis, ceea ce contrazice conexiunea spațiului Teorema Dacă orice submulțime conexă a continuului FE este un semi-continuu, atunci orice submulțime E conectată între două puncte a și b conține arcul ab ■) Sub [ , p J § Teoria curbelor Ordinea spațiului într-un punct " Dovada Conform Teoremei § , VI, £E este n l Cu spaţiu Deoarece E este conectat între două puncte, conține o mulțime conexă (prin teorema (i)) și, prin urmare, un semi-continuu S (prin presupunere) care conține punctele a și b Astfel, S conține arcul ab, deoarece fiecare semiptinuum din B este legat de arc § Teoria curbelor Ordinea spațiului într-un punct I Definiţii şi exemple ') Dacă n este un număr cardinal sau un număr ordinal ω, atunci se spune că spațiul IE are ordine în punctul p: ordpat'n, dacă pentru orice e> există un set deschis G astfel încât * *) ( ) p(zG, (G) n pentru orice n, presupunând că > este negația lui ^ ] ') cf Menger [ ], unde pot fi găsite multe referințe Principalele definiții și teoreme ale teoriei curbelor sunt cuprinse în lucrările lui Menger [ , ] și Urysop [I, ] ) X denotă cardinalitatea mulţimii X Inegalitatea X E n, atunci există n arce pat, , rap, care nu se intersectează în perechi, cu excepția punctului p II Proprietăți generale Teorema Un punct p aparține mulțimii (E U p)W dacă și numai dacă pentru fiecare e > există o mulțime deschisă G care îndeplinește condițiile ( ) p^G, (G) ; punem F - E [ I x - p | e] Prin presupunere X există o mulțime deschisă G astfel încât p^G, Fr(G)^it și GDF = ; deci d(G)= Ko, atunci, prin teorema a articolului II, există o mulțime închisă F astfel încât p > E - F și ordp, pTE ~ c Dar atunci (prin teorema ) există un punct x e F astfel încât ordp, dp' = c Teorema Fie n = K o sau = c Dacă TE este un spațiu compact și p este un punct fix al IE, atunci mulțimea P = pUE(ordp,xJT>ii) X este un continuum ') Dovada Rețineți mai întâi că P este închis, deoarece mulțimea TE - P este uniunea mulțimilor deschise A astfel încât p > TE - A și Er(A) ) Capitolul Spații conectate local Următoarea afirmație este o consecință simplă a teoremelor și TEOREMA În orice spațiu compact, mulțimea punctelor neregulate (adică mulțimea ІЕ - :і) precum și mulțimea punctelor iraționale (adică mulțimea /Γ -/A' * "!) sunt uniuni de continuumuri (conținând mai mult de un punct')) Teorema Dacă este un spațiu compact, atunci mulțimea ) de puncte de ordin c este neregulată în fiecare dintre punctele sale, adică ( ) ( G - = ) Dovada Să presupunem că p -//'Iko )|w Fie e> Există un set deschis G astfel încât ( ) pEG, (G) , p ] Demonstrarea teoremei este complet analogă cu demonstrația teoremei corespunzătoare pe nucleul dimensiunii (§ , V) Teoria curbelor Ordinea spațiului la punctul În plus, conform ( ) și ( ), avem Fr(Q)=QQ = (GQ)U^U m-Q)c с= р - G - U Um) U j IU Нт U Fr (G)| - G - U //,"} și G o mulțime deschisă astfel încât ( ) p e G, (G) Conform ( ) și Teorema () § , II, există o mulțime deschisă G care îndeplinește următoarele condiții: ( ) pțG, (G) " = De aceea ( ) î^U^UU^ dirn/LmCO și CD" și uniunea este infinită secvența cuptorului de f-seturi zero-dimensionale este zero-dimensională (cf § , III, corolarul ) Din relațiile ( ) și teorema rezultă că spațiul GW este rațional Cometariu Exemplul luat în considerare în Observația (i) arată că unirea a două continuumuri regulate poate fi un continuum neregulat ') cf § , VII, § Teoria curbelor Ordinea spațiului într-un punct Cu toate acestea, următoarele Teorema Fie TE un spațiu compact Dacă TE = Lie B, unde mulțimile A și B sunt închise și regulate, atunci mulțimea C = TE este o graniță atât în A cât și în B Dovada Deoarece A este BczTE^ și B este AczTEM, atunci CsLPW Să arătăm asta ( ) СсЛ^С Avem ( ) Mulțimea M' - A - C este obișnuită ca submulțime a mulțimii obișnuite B Ca mulțime deschisă este conținută în M' (r) (comparați cu teorema de la punctul II); deci obținem includerea ( ) Teorema Să presupunem că sunt îndeplinite ipotezele teoremei Dacă, în plus, este îndeplinită una dintre următoarele condiții (i) dim A P B = ; ( ) B nu conține un continuum (format din mai mult de un punct) care nu este nicăieri dens în B, atunci spațiul TE este regulat Aceasta este o consecință imediată a teoremelor și din Secțiunea III Teorema Fie w = ω sau w = Ko rațional în funcție de care dintre valorile \u b\u b-, co sau Ko ia m: (i) ogsid y D' pentru orice puncte x = y; (ii) org/Li n D'^in pentru orice mulțimi închise care nu se intersectează A și B Dovada Condițiile sunt necesare, deoarece condiția (i) este în mod evident îndeplinită dacă spațiul TE este regulat (rațional), iar (ii) rezultă din (i), conform Teoremei , punctul III Condițiile sunt suficiente, conform teoremei de la punctul II Teorema (despre partiționare) Să fie dat un capac deschis al unui spațiu regulat (sau rațional) compact: * ' ' Capitolul ' = G'i U UG, ; atunci există un sistem de mulţimi închise A ; Fk satisfacerea conditiilor (I) V-L, U UZ *, și DPD îi corespunde un sistem finit de mulţimi închise Γ\ Fk care satisface conditii ( ) / = Δ U U Fk, Ω(Ft) λ astfel încât mulțimea de puncte y pentru care ]" (y)^ m (unde ui = ω sau K ) este peste tot dens în λ Dovada Considerăm o succesiune infinită de mulțimi închise /, , definite prin inducție după cum urmează: Fi este un set închis astfel încât ( ) Int (Fj)=/=O, EJE și eF(D)^iii Să presupunem că sistemul de mulţimi F n Ftk (unde /?A; ) este strict monoton şi îndeplineşte condiţiile ( ) (unde indicele se înlocuieşte cu r^ A'); atunci există un sistem de mulţimi F *+ , , Δ/'+i îndeplinind condiţiile ( ) şi astfel încât sistemul Γi, , E Lii+\ este strict monoton Pentru a demonstra acest lucru, observăm că dacă trei mulțimi închise A c F c B formează un sistem strict monoton, atunci (dar Teorema (ii)) există două mulțimi */*' și F" astfel încât A c * F c F cu F" cu B și aceste cinci mulțimi formează un sistem strict monoton Mai mult, seturile *F și F" satisfac ') Roberts [ ] ) Teorema lui Wiburp ] Cazul în care mulțimea )"'(//) este finită pentru orice y a fost studiat de Cech [ ] " Mazurkenncz ( ], Eіііchiііson (I) și Harola Dom [lj Capitolul condiţiile ( ) dacă F le satisface Fie F o familie de mulțimi Fn, n - , , Tipul de ordine al familiei F (ordonat după includere) este dens, deoarece condițiile Fm r q в este maparea considerată în Teorema din § , IX, atunci Pr(Ar)c'(r)c A s > r q există o mulțime deschisă G care îndeplinește condițiile p e G, (G) există o mulțime deschisă G astfel încât ( ) p e G, (G) O, datorită conexiunii lui R (cf § , I, Teorema ) obținem R ∩ Fr ( G)V= Prin urmare, ( ) a=Fp=Fb Conform ( ), ordp T = Prin urmare, există o mulțime deschisă G și două puncte q și r astfel încât ( ) p£G, a,b^ TG, RG=£ şi Fr(G) = ( și fiecare număr întreg k > există un deschis setați P astfel încât ( ) p£P, FrȚP) există o mulţime deschisă G care satisface condiţiile ( ) q > G, (G) Să presupunem că pentru orice set deschis IC astfel încât Q(//iXH?z - și care satisface condițiile ( ) (în care H este înlocuit cu //|), există o mulțime deschisă G care satisface condiții ( ) Astfel, rămâne de stabilit existenţa unei mulţimi Ht de forma indicată Să stabilim în teorema A = T și B = P - ff Conform ( ), există o mulțime deschisă P astfel încât ( ) p e P, h E P'-P, (P) , adică dacă n n - , atunci H' " cz H'| (Π"I) I , de unde, prin Teorema , concluzia cerută urmează Teorema Dacă toate punctele # au aceeași ordine finită n > , atunci n = Prin urmare, dacă GE este un continuum, atunci este o curbă simplă închisă Dovada Prin ipoteza R' = R' "' - R'|n~ În consecință, din condiția n =/= , conform teoremei ', obținem că dar în acest caz n = A doua parte a teoremei se obține folosind teorema Teorema ) Dacă GE este un continuum, atunci toate punctele sale de separare, cu posibila excepție a mulțimii lor numărabile, au ordinul Dovada Prin Teorema din § , VII, există o succesiune de puncte a,, a , , astfel încât orice punct de separare este un separator între o pereche potrivită (a(, d/) Prin urmare, este suficient să arătăm că pentru o pereche dată de puncte ( a, b) egalitatea oirpH' = este valabilă pentru fiecare punct p e S(a, b), cu posibila excepție a unui set numărabil de astfel de puncte Să ne imaginăm că punctele p e S(a, h) sunt dotate cu indici în conformitate cu teorema din § , VIII Conform teoremei ') Vezi Wyburn [G>, p ] Pentru o generalizare a teoremei la punctele locale de separare, vezi Wyburn [ , p ] $ Teoria curbelor Ordinea spațiului într-un punct de la § , VIII, fiecărui indice y, cu excepția posibilă a unei mulțimi numărabile, îi corespund două secvențe de indici {zn} și {//"}, astfel încât Deoarece spațiul este i-compact, atunci (cf § , V, Teorema ) Deoarece mulțimea A(pr } P D' - A (p u ) este o vecinătate a punctului py, atunci ordp D' = în virtutea următoarei formule: FrlVMn'f-VM- - l K) n ■*'-''( , atunci există un punct q = F= p astfel încât ordp, x ii' Dovada Din relația oOrD' > (cf Teorema din partea II) rezultă că există o mulțime închisă F care îndeplinește condițiile ( ) Fc Tp și ordp, Deoarece mulţimea M' - p este conexă, atunci, conform teoremei din § , II, există un continuum C astfel încât ( ) F cz C cz ,T - r Fie pq un arc astfel încât pq[]C = q Să presupunem că ordp, q Q = Atunci există un punct r care împarte spațiul % între p și q, de unde obținem r£(pq - p - q) Deoarece C este un continuum, din relațiile r £ M' - C și q £ C rezultă că r este punctul de separare dintre p și C În consecință, ordp, SD' = și, conform ( ), ordp, RD'= , ceea ce contrazice ( ) VI Dendritele Definiție Un continuum conectat local care nu conține curbe simple închise se numește dendrite ') G iiii Lchkіl іyіo sgіi chnіchі' іііyugtinin gііа Exemple, (i) Fiecare arc este o dendrită Unirea a trei arce ab, ac, ad, avand in perechi un singur punct comun a, este o dendrita (numita trioda) (ii) Exemplul al articolului I este o dendrite care conține un punct de ordine ω Este ușor să condensați această caracteristică (iii) Continuul de la § , VI este o dendrita care conține un subcontinuum dens nicăieri, și anume segmentul axei x (iv) În mod evident, unirea a două dendrite nu trebuie să fie o dendrită În plus, din figura din § , IV este clar că unirea a două dendrite poate conține un continuum care nu este conectat local mier cu remarca i VII (v) Există o dendrită activată și dezactivată care conține din punct de vedere topologic orice altă dendrită ') Dacă "G este o dendrită, atunci sunt valabile următoarele teoreme: Teorema Spațiul R este uniherent Mai precis, dacă K și I sunt două continuumuri în spațiu, atunci mulțimea K P L este un continuum Dovada Dacă este un continuum conex local, atunci fiecare subcontinuu al continuumului : P este intersecția unei succesiuni descrescătoare infinite de continue conectate local (cf § , III, Teorema I) Și întrucât intersecția oricărei secvențe descrescătoare de continuumuri este un continuum (cf § , II, Teorema ), demonstrația se reduce la cazul când \ și I sunt continuumuri conexe local Să presupunem că K PL nu este conectat: W^UQ, RP ) și (G/) Prin urmare, А U Іі este o curbă simplă închisă o notă În schimb, fiecare rețea unidimensională de continuu uppcohereitpy conectată local este o dendrit; vezi § , III, Teorema ') Dovada vezi, de exemplu, Menger | D cap X, (>] Cf Vyukevskpii |І, p |Ș Teoria curbelor Ordinea spațiului la punctul Corolarul Orice pereche de puncte a b dintr-o dendrita poate fi conectata printr-un singur arc ab avand aceste puncte ca capete Teorema Dacă subcontinuurile /( și L ale dendritei TE nu se intersectează, atunci ordA-,LTE - , adică există un punct p care separă K și L În special, ( ) OG(IL , y TE - I pentru orice x > y Mai mult, dacă K este un continuum și I este uniunea a n continuum-uri și K P T = , atunci ogsid-, L:E ^ n Dovada Mai întâi să fie n = Fie A un arc qr astfel încât A P K = q și DG|A = r Fiecare punct p C A - q - r separă K și A, căci dacă I și componenta superioară a mulțimii A' - p , atunci ar exista (cf § , II, Teorema ) un arc Β c ,' E - p cu capete q și r și, în consecință, A = £ = B, care contrazice teorema Fie, în continuare, A ■-= T, (J IJ este uniunea a n (n > ) continue După cum tocmai s-a arătat, există un punct Pi și o mulțime deschisă Gt (unde / = , , n), astfel încât K cz G,-, Fr(G,) = pz n D cz D'-Gz Punem G = G i ГІ ••• P G,i- Atunci /(czG, Fr(G) cz Fr(G,)U U Fr (G") = (p" , />") Și /, cz (/?' - Gj U U ( T - Gn) = V/ - (G, n n Gn) cz TE - G În consecință, mulțimea Fr(G) împarte 'E între K și L și este formată din cel mult n puncte Conform teoremei , punctul IV, condiția (I) implică următoarele Teorema Spațiul TE este un continuum regulat Prin urmare, fiecare subcontinuu al unei dendrite este o dendrite Cometariu Aceeași implicație arată că condiția ( ) caracterizează dendritele din clasa continuurilor Într-adevăr, pe de o parte, fiecare continuum regulat este conectat local (conform Teoremei I, elementul IV), iar pe de altă parte, există un spațiu care conține o curbă închisă simplă n care satisface condiția ( ) Zi'k De Capitolul Spații conectate local Teorema (extinderi) Pentru fiecare e> există un sistem finit de dendrite Flt Fk care satisface condițiile D'= F UFb b(/m) CI' are un punct fix') VII dendrite locale Definiție Un continuum se numește dendrită locală dacă oricare dintre punctele sale are o vecinătate care este o dendrită Teorema a articolului VI implică imediat următoarele Teorema Fiecare dendrita locala este un continuum regulat Teorema Dacă este o dendrită locală, atunci există e > astfel încât orice subcontinuu C cu diametrul ,)(] U Int(t>n) Prin urmare, există (cf § , VI, corolarul d) e > astfel încât fiecare set de diametru , atunci K este o dendrite locală Dovada Dacă p(;A' și C este un continuum conex local, care este o vecinătate a punctului p, astfel încât (C) > pentru i¥=i- Dovada I Condiția (i) implică faptul că R' este o dendrită locală Aceasta este o consecință directă a teoremei Daca ' este o dendrita locala, atunci D' satisface conditia (ii) Într-adevăr, /' este un continuum regulat (prin teorema ), prin urmare (conform Remarcii de la punctul IV) există continuumuri I){, l)k care satisfac condiția ( ) și având diametrul este un număr dat Să presupunem că β este numărul definit în teorema ; apoi continuumurile A, , Dk sunt dendrite Condiția (ii) implică condiția (i) Pentru dovada, punem ( ) /?=u^PO/, ІІІ n fie A familia tuturor arcelor A care îndeplinesc următoarele două condiții: (I) A este conținut într-una dintre dendritele Dp, (II) punctele extreme ale arcului L aparțin lui F Deoarece mulțimea F este finită, familia A este și ea finită (cf VI, Teorema ) Fie C o curbă simplă închisă conținută în H' Atunci C ∩ F , deoarece C nu este conținut în care Dacă R este o componentă a mulțimii C - F, atunci R e A De aici rezultă că C este uniunea unor arce aparținând familiei A Deoarece această familie este finită, familia de arce simple închise conținute în A' este de asemenea finită Teorema Dacă un continuum conex local conţine o mulţime infinită de curbe simple închise, atunci printre ele există curbe cu diametre arbitrar mici ') Dovada Este evident că D' este o dendrită locală dacă cea mai mică infimă dintre diametrele curbelor simple închise cuprinse în D' este pozitivă În acest caz q' conține doar un număr finit de curbe simple închise (cf (i)) Teorema Teoremele și ale articolului VI rămân adevărate dacă presupunem că ' este o dendrită locală ") Teorema lui Zaraikevcha , p (>] USD/ Teoria curbelor Ordinea spațiului într-un punct Dovada Aplicam conditia (ii) a teoremei Fie definita F prin egalitate ( ); atunci ordp - /*') = ord,, dl' pentru orice p (cf II, Teorema ) De aceea prin urmare, dl' - = U i - ■'i' ) cu U (£>i - №) U D і - I І 'I Prin urmare, în conformitate cu teorema de la punctul VI, dl' - există o funcție continuă f: și o linie întreruptă L astfel încât f(x, ) = x, |/(x, t)~x\ n d' TEOREMA Dacă succesiunea componentelor este Rh R , seturi :G - L este infinit, atunci Іііп (/?") = q -> Dovada Într-adevăr, altfel s-ar putea alege o subsecvență convergentă (DP/e) a cărei limită conține două puncte a^=b Punând Z = U D, U " U A, am obține că a, b £ L{] Astfel, Astfel, mulțimea Z s-ar dovedi a fi conexă între a și b (cf § , IV, Teorema ), în timp ce /, П Z nu este conectată (deoarece este formată din două puncte a și b), Elemente ciclice Teorema Peli A și B sunt două mulțimi închise complet conectate în arc, astfel încât L ȘI B , apoi mulțimea Ll este complet conectată în arc Mai mult, mulțimea A Q B împarte spațiul dintre A - B și B - L Dovada Fie "ft un arc ale cărui capete aparțin lui A J B Trebuie să arătăm că ab cz A U B Să presupunem că nu este Fie "i/?i intervalul arcului a' adiacent mulţimii "LP(/іuL) Deoarece ambele seturi A și B sunt complet conectate în arc, pi una dintre ele nu poate conține ambele puncte la și Prin urmare, putem presupune că ( ) a^L-B Și ( ) b^v-l Prin urmare, ( ) a\b\ P L = R] Și ( ) ГІ В = Ир Să s £ L P B Deoarece îndeplinește condițiile ca b\, c £ B, atunci orice arc Ipc ( ) Ipc c B, de unde epir P b[C = p, conform ( ) În consecință, afi U Ісс este un arc ale cărui capete aparțin lui L Dar în acest caz αφ U Іpc c Л și, prin urmare, Ір £ Л contrar ( ) A doua parte a teoremei decurge direct din teorema , deoarece mulțimea A P B împarte A IJ A între A - B și B - L Teorema Dacă spațiul L' este unicoerent, atunci și mulțimea L este unicoerent Dovada Fie A și B două continue astfel încât A = A U L Trebuie să arătăm că intersecția lor A P B este un continuum Fie M uniunea tuturor componentelor /? stabilește H' - L astfel încât Pr(/?)sdl Fie S unirea tuturor celorlalte componente ale mulţimii I' - L Deoarece (prin teorema ) mulţimea L'r( ?) este formată dintr-un singur punct aparţinând lui L, atunci Capitolul limita componentelor care alcătuiesc S este cuprinsă în B Rezultă că ( ) ' = (A U LI) U (B US) Și ( ) (LiM)P(ViZ) = lv Deoarece mulțimile ACM și B (JS sunt continue (cf § , III, Teorema ) și spațiul X este unicoerent, atunci LAV este un continuum Teorema Fie K, Ki, Kch, o succesiune de continuum astfel încât ( ) Lim /(" = /( cz L, П->oo ( ) Atunci LA/Cn=^O ( ) LimLAtf" = tf Dovada Conform ( ) și § , IV, , Ls (L A Kp) P-" Să arătăm asta ( ) K sd Li (LA O P->OO Fie p e K Să definim o secvență p , p astfel încât ( ) P"€LAK" Și ( ) іпір" = р n->oo Conform ( ), p G Li /(" Prin urmare, există un succesor qlt q astfel încât ( ) qn£Kn Și ( ) іm oo Definim rp după cum urmează Dacă qne L, atunci punem Pn ~ Nn, dacă Yn € • K - L, atunci, conform teoremei , punem ( ) pn = Fr( ?n), unde qn e Rn și ^n este o componentă a mulțimii A - L Pretindem că relația ( ) este satisfăcută În cazul qn £ L acest lucru poate fi văzut direct din ( ), deci § Elemente ciclice să presupunem că q ^ o' - L și, în consecință, qn £ Kn - (conform ( )) De aici rezultă că ( ) Kn Rn^ ^Kn-Rn, întrucât #= L P Kps^ Kp~ Rn> conform ( ) Condiția ( ) implică (cf § , I, Teorema ) că Kp P Fr (Rn) #= , deci pp £ Kp (conform ( )), iar din moment ce Pr(An) sA (cf § , III, Teorema ), aceasta implică condiția ( ) Să presupunem că condiția ( ) nu este îndeplinită Atunci există o secvență rn\ oo P (ii) Există un indice r și o succesiune de indici r'i de unde lim p = a H ' P->oo Іts Pe de altă parte, q £ Rr (conform ( )); deci p£:Rr (conform ( )) Deoarece (cf ( )) p > L, atunci pEFr(/?r), ceea ce înseamnă că p = a = lim pm, conform ( ) și ( ) P->oo /d Deci, în ambele cazuri șirul } conține o subsecvență convergentă spre p, ceea ce contrazice definiția șirului {mn} Capitolul D Spații conectate local II Elemente ciclice Definiție Prin elemente ciclice } ale spațiului -T înțelegem următoarele obiecte: (i) fiecare punct care se separă (ii) fiecare set ( ) £p=E(ord;"///> ) X (adică mulțimea de puncte x pentru care nu există puncte care să taie GE între p și x), cu condiția ca p să nu separe rE Exemplu Fie ca spațiul GE să fie format din două cercuri care se ating în exterior și o rază Elementele ciclice sunt fiecare dintre cercuri, precum și punctul lor comun și fiecare punct al razei Este ușor de demonstrat următoarele afirmații: Teorema Dacă p nu separă un spațiu, atunci p e Ep Prin urmare, spațiul este uniunea elementelor sale ciclice Teorema Dacă ordp / = |, atunci Ep = p Totuși, Teorema § , V implică următoarele Teorema Dacă punctul p nu împarte spațiul și dacă ordp GE , atunci Ep - p Teorema Dacă ЕаЦ - Еін atunci mulțimea Е"[}Eb este fie goală, fie constă dintr-un singur punct care separă spațiul Dovada Fie c e Ea - Eb Apoi există un punct q care împarte spațiul dintre c și b Fie p e EaC\Eb Să arătăm că p~q Prin presupunere ( ) org( n,p '^ , ordp> bge El și orgc, a GE Ch Mai mult, q =/= a, deoarece a și e este un punct de separare Să presupunem că p^=q Atunci (conform ( )) următoarele puncte pot fi legate prin arce, ocolind q: a c p, p c b, c c a n, deci c c b Dar în acest caz q nu separă c de b, ceea ce contrazice definiția lui q Teorema Dacă b nu separă spațiul și b ⊂ Ea, atunci E,~-Ea ') Conceptul de element ciclic îi aparține lui Wiberp [ mier de asemenea Moore[ | <> Elemente ciclice Dovada Într-adevăr, b ⊂ Ea P Eb prin teorema I și En[\Eh^= b prin teorema Teorema Fiecare dintre următoarele condiții este necesară și suficientă pentru ca o mulțime E (conținând mai mult de un punct) să fie un element ciclic: (i) există puncte de jos a φ b astfel încât ( ) oG(Id, " G> , iar mulțimea E este intersecția tuturor mulțimilor închise complet conectate în arc care conțin a și b; (ii) E este conectat și saturat în ceea ce privește proprietatea de a nu avea puncte care îl separă Dovada Fie Ea un element ciclic, mai mult, Ea=^=a Fie b £ En - a și L intersecția tuturor mulțimilor închise complet conectate în arc care conțin a și b Să arătăm asta ( ) Ea = L Fie x e A'-L, R o componentă a mulţimii care conţine r și y = Fr(/?) în conformitate cu teorema I i I și Teorema Deoarece y împarte spațiul, dar a nu, atunci y = £a, iar din moment ce a £ L, a x ⊂ R, punctul y împarte spațiul între a și x Prin urmare, x £ ' - Ea, de unde rezultă că Ea C L Invers, fie k C ■ ' - Ea\ atunci există un punct y care împarte spațiul între a și x De aceea ( ) Γ = M UN, M=M, N = N, a E M, x £ W, M P W = y Deoarece b £ -a, egalitatea ( ) rezultă din aceasta și deci, conform ( ), b ⊂ M Aplicam Teorema , itemul ; atunci condițiile ( ) implică faptul că A este complet conectat la arc; prin urmare din definiția lui L obținem că L c M, de unde x e A' - L, deoarece, conform ultimelor două relații ( ), x C - E - M Deci L C Ea, de unde se obține egalitatea ( ) Afirmăm că condiția (i) implică condiția (ii) Dacă E satisface condiția (i) și x ⊂ E, atunci mulțimea E - x este conexă Să ne prefacem că ( ) £ = liim, l =M, M = M și L PLg = x Să arătăm că fie M = E, fie N = E Deoarece cel puțin una dintre inegalitățile xEn sau x > b este valabilă, atunci fie, de exemplu, x > a Mai mult, putem presupune că a £ M Conform ( ), punctul x nu împarte spațiul dintre a și b și, prin urmare, mulțimea E nu împarte spațiul dintre aceste puncte (cf Teoremele , și Capitolul , Spații conectate local p I) Astfel, conform condiției ( ) și teoremei a articolului I, mulțimea Μ este închisă, complet conectată în arc și conține punctele a și b Prin urmare E C M, de unde, în virtutea ( ), obținem M = E În plus, fie C o mulțime conexă astfel încât E c C oo Prin urmare, familia tuturor elementelor ciclice nereductibile la puncte este numărabilă Dovada Să presupunem că nu este Apoi există două secvențe de puncte {an} și {bn} astfel încât an, bn £ En, lima " = a, = & și a^=b P ->O p->oo De aici rezultă că pentru valori suficient de mari ale lui n există două arce care nu se intersectează anap+i și bnbn+] (cf § , II, Teorema ) Dar în acest caz intersecția mulțimii conectate Z - En+] (J an an+]\Jbn bn+J nu este conectat cu setul En, deoarece Z n = (En P an an+i) U ((E" A bn bn^ U (En P £"+,))> iar multimea E"PE"+| este gol sau este format dintr-un punct (prin teorema ) Această concluzie contrazice teorema ' a elementului I, deoarece En este complet conectat în arc (prin teorema (i) și teorema a articolului I) Teorema Orice mulțime conexă C care nu este separată de niciun punct este conținută într-un element ciclic Mai precis, dacă a și b sunt două puncte (distinte) ale lui C, atunci intersecția E a tuturor mulțimilor închise, total conectate în arc care conțin aceste puncte este un element ciclic necesar Dovada Mulțimea Ε este un element ciclic prin Teorema (i), deoarece orda Pe de altă parte, dacă p e C - E și R este o componentă a mulțimii Μ - E care conține p, atunci punctul Fr(R) (cf I, Teorema ) separă C între a și p sau între b și p (în funcție de care dintre condiții are loc a^=Fr(R) sau b^Fr(R)) Teorema H Pentru ca un continuum L (conținând mai mult de un punct) să fie complet legat în arc, este necesar și suficient ca acesta să fie o unire de elemente ciclice Dovada Condiția este necesară Să presupunem că punctul p £ L nu aparține niciunui ciclic Capitolul G Spații conectate local element Atunci punctul p în sine nu este un element ciclic și, prin urmare, nu separă spațiul Urmând (cf Teorema ), Ep este singurul element ciclic care conține p Prin presupunere, Ep - > Fie R o componentă a mulțimii Deoarece mulțimea Lf]Ep este complet arcuită este legată față de mulțimea Ep (considerată ca spațiu), atunci granița lui R față de Ep conține (conform Teoremei din partea I) un singur punct, să zicem q Astfel, punctul q împarte Ep între Ep - E și L ∩ Ep - q, de unde, conform teoremei (ii), rezultă că L [~| Ep - q = , adică L()Ep^q; și întrucât p ⊂ I-GI Ep, atunci q = p și Lț)Ep ^p Prin urmare (cf I, Teorema ) punctul p împarte spațiul dintre Ep - E și E - Ep, și, în consecință, L - Ep ~ , adică L - p = , de unde L = - p, care contrar presupunerea Condiția este suficientă Să presupunem că continuul L este uniunea elementelor ciclice astfel încât a, b £ A și ab - L > O Atunci arcul ab conține un subarc cd astfel încât ( ) Lț)cd = (c, d) și L-cd=£ Este evident că ordfjd o' > Prin urmare, există un element ciclic Ε astfel încât c, d £ Ε, de unde Ε este Λ- , conform ( ) Această inegalitate duce la o contradicție, deoarece din teorema rezultă că mulțimea Ε Q Ε este numărabilă, iar din teoremele (i) și ' ale itemului I rezultă că Ε Ε] Ε este un continuum (conținând cel puțin două punctele cu și d) Cometariu În general, se poate demonstra că mulțimile conexe care sunt uniuni ale elementelor ciclice coincid cu mulțimi total conectate în arc ') Teorema Orice continuum de convergență (conținând mai mult de un punct) al spațiului T este un continuum de convergență al elementului ciclic care îl conține Dovada Fie R, K\, o succesiune de continuumuri și a, b o pereche de puncte (distinte) astfel încât ( ) Lim Кп = К, P>oo ( ) a, b K, ( ) A^A/(/ = pentru i = £j, (II) PDA,r = pentru n= , *) Mier Wyburn [ , p ] dolari Elemente ciclice Atunci mulţimea /"aU^UAjUKzU este legată între a şi b (conform Teoremei din § , IV) Rezultă că ( ) ogs v>(, ^> Într-adevăr, să presupunem că p separă ■£" între a și b; atunci una dintre mulțimi, să zicem, conține p Dar în acest caz, conform ( ), punctul p nu aparține mulțimii (ci U b ІЖ U Кз U • • • ) > care este, de asemenea, legat între a n b Astfel, se stabilește condiția ( ) În conformitate cu teorema (i), fie Ε un element ciclic care conține punctele a și b Deoarece punctele a și b sunt alese arbitrar, atunci ( ) Kc£ Să arătăm că /( este un continuum de convergență al mulțimii E și anume că E P Kn este un continuum astfel încât ( ) IJrn(EAK") = K, ( ) KP(^PKn) = Dar E P Kn ~ continuum (prin Teorema ' din itemul I) In afara de asta, ( ) pentru n suficient de mare Într-adevăr, dacă presupunem că w[ = , si este suficient sa pui M \u d atp U pb a N ~ a> s > Lema Să fie date două mulțimi închise disjunse A și B într-un spațiu SV conectat local și global în arc pentru care nu există niciun punct x care să separă mulțimile A - x și B - x Apoi există două arce care nu se intersectează care leagă A de B Dovada ) Fie E mulțimea punctelor x astfel încât să existe două arce care nu se intersectează care leagă A de x și, respectiv, A de B Trebuie să arătăm că £Tlfi^ Să arătăm că E = T Întrucât spațiul este conectat, este suficient să stabilim asta ( ) ( ) E deschis, ( ) E este închis Fie ab un arc ireductibil între A și B Fie S (L - n) Deoarece spațiul este conectat local prin arc, există o vecinătate conectată prin arc a punctului a ') A se vedea Wiburp ( ) § Elemente ciclice neintersectându-se cu ab Prin urmare, R a E, de unde obținem relația ( ) Fie p E E Atunci există două arce neintersectate LI și A\ care leagă A cu p și, respectiv, cu B Dacă /? este o vecinătate legată de arc a punctului /? care nu se intersectează cu W, este ușor de observat că Rc E Prin urmare, setul E este deschis Să arătăm că E - E Fie q £ trebuie să arătăm că q £ /; Prin presupunere, punctul q nu împarte spațiul dintre A - q și B - q În consecință, mulțimea - q conține un arc ab ireductibil între A și B Fie o vecinătate arc-conectată a punctului c/ care nu se intersectează cu ab Atunci există un punct r £ Ε R R și, prin urmare, un arc qr cu R astfel încât ( ) qrf]ab = O, precum și două arce P și Q care leagă A cu r și, respectiv, cu B și astfel încât ( ) P P Q = Putem presupune că Q (] qr > , deoarece în caz contrar arcul S care unește A cu q poate fi ales în P U qr, de unde S ∩ Q = și, în consecință, q £ E În plus, fie axc și a c două arce astfel încât ( ) cz Q, a{ £ A, ( ) a|C|n^r = cn a ^A ( ) o c cu P, ( ) arc Sunt îndeplinite ipotezele lemei și anume ( ) rezultă din ( ), ( ), ( ) și ( ), iar ( ) rezultă din ( ) și ( ) Astfel, mulţimea "u, U " c U conţine două arce LI şi N, care leagă A cu B şi respectiv c (s c ), şi în aşa fel încât ( ) să fie satisfăcută; prin urmare (cf ( ), ( ) și ( )) avem ( ) Mn((VUc)f U^I) = În setul jV UU , întrucât nu conține puncte de împărțire Conform ( ), Teorema (i) și Teorema din § , V, punctul p aparține unui element ciclic al mulțimii Cn, să spunem En, astfel încât En = £p Conform ( ), din aceasta rezultă că Deoarece mulțimea En i nu conține puncte de separare, prin teorema există două arce an~\an și astfel încât ( ) an \Сіп (J hp bп cz En-ь ( ) an-i(ic P bn-țbn ~ , = ip și bp~\bp(UEp - bp dolari Elemente ciclice Din ( ) și ( ) rezultă că condițiile ( )-( ) sunt îndeplinite, deoarece altfel punctul p ar separa continuul Punem A = acsc U ab^ U • • • si B = b{}b{ U b\b Să arătăm că A U p U B este un arc anpbn Într-adevăr, AUP (precum și VCr) este un arc, deoarece pțtt'-A, conform ( ) și ( ), și am iam cz (Bm , - B,")U conform ( ) și ( ) , de unde obținem (datorită ( )) că (a "i U U an-,an) P anan + l Într-adevăr, altfel ar exista un punct p care împarte spațiul între at și bh și, în consecință, între a și b, deci includerea ar fi valabilă R C F P (atbi - a £ - bt), ceea ce este imposibil Fie E un element ciclic care conține ae și ht Deoarece mulțimea C (] E este conectată (prin teorema ' din partea I) și, în consecință, arc-conectată (prin presupunere), există un arc (aibtfcC (] E') Punem ( ) B = FUU(W- i Din moment ce BgC, rămâne doar să arătăm că B este un arc Luați în considerare o mapare /: astfel încât (i) f(x) = x pentru x £ F, (ii) restricția f\albi este un homeomorfism al arcului aD pe (a£ft£)* Să arătăm că maparea f este unu-la-unu și continuă Pentru a face acest lucru, vom arăta asta ( ) AftEl~atbi Din includerea ait b > E , prin Teorema ' a itemului I, rezultă că ( ) aibt P F - (ah blt ah bj) = O În sfârșit, funcția f este continuă Acest lucru este evident dacă familia de arce atbi este finită Dacă această familie este infinită, atunci, conform teoremei , punctul II, Iim (E ) - ; prin urmare de unde urmează continuitatea funcţiei f Cometariu Aplicând teorema din § , IV sau modificând ușor demonstrația teoremei , putem arăta că următoarele proprietăți sunt extensibile: (i) fiecare submulțime conectată a lui E este un semi-continuum, (ii) orice submulțime de E care este conectată între două puncte este conectată în arc între acele puncte Teorema Unicoerența este o proprietate extensibilă ti reductibilă Capitolul Spații conectate local Dovada Să presupunem că un continuum conectat local nu este unicoerent Fie (în conformitate cu teorema din § , III) K și L două continuumuri conectate local, iar L și B două mulțimi închise care îndeplinesc condițiile ( ) ' = KUL, K(]L - A\JB, A[]B= , A^O^B Fie ab un arc astfel încât abaE, abg A = a și ab A B = b De aici rezultă că ( ) ordine,^> Într-adevăr, dacă punctul p s-ar împărți între a și b, atunci am obține asta p£(ab(]L), și, prin urmare reNPOA) = (^GM)uMPV)==(a, b), m, adică fie p - a, fie p = b Fie E un element ciclic care conține a și b Apoi, de acord ( ), E^(E P K) U (E P L), (EPYP(EGIE) = (E GM)u(LPW), (EP L)P(EAB) = , EPL^O^EPV Întrucât mulţimile E A K şi E A E sunt continue (prin teorema ' din partea I), relaţiile stabilite mai sus arată că elementul ciclic E nu este unicoerent Deci, unicoerența este o proprietate extensibilă Conform teoremei din punctul I, este de asemenea reductibilă Remarci Se spune că un continuum EE este n-coerent dacă, pentru orice partiție a lui E = A' UL în două continue, intersecția K\\E conține cel mult n componente ) Pentru continuumul n-coerent EE setăm - Apoi ) r( r) = r(E'), i unde E , E , este o succesiune de elemente ciclice nereductibile la puncte individuale Următoarea formulă ne permite să calculăm ordinea spațiului în punctul p, dacă este finit ): p(pі ordp^' = tn(p) - n(p) + ordoEz, t i-i !) Eilepberg [ ] ) Vezi, de exemplu, Wiburp [ , p ] ) Vezi Kuratovsky și Wiberp [ , p ] § Elemente ciclice unde ip(p) este numărul de componente ale mulțimii -T-p și E', E , , t, p) este un sistem de elemente ciclice care conțin p dar nereductibil la p IV -curbe Acesta este numele continuumului, care este unirea a trei arce care au aceleași puncte de capăt și nu au alte puncte în comun (cum ar fi litera Ѳ) Clasa de continuumuri conectate local care nu conțin curbe este o generalizare importantă a dendritelor (de exemplu, orice continuum de acest fel este homeomorf la granița unui domeniu situat pe un plan )) Teorema Orice continuum conex local care nu conține curbe Ѳ și puncte de separare este o curbă simplă închisă (cu excepția cazului în care constă dintr-un punct) Dovada Deci, cum fac spațiu? nu este o dendrită, fie C o curbă simplă închisă conținută în C Să presupunem că Fie ? o componentă mulţimile H' - C Prin presupunere, Fr(/?) conţine cel puţin două puncte În consecință, există (cf § , III, Teorema ) două puncte (distinte) p, q e Er(R), accesibile din domeniul R, și deci arcul pq Teorema Fiecare continuum conectat local £E care nu conține curbe t este regulat, iar fiecare submulțime conexă a continuumului R' este conectat în arc Vezi Lire [ ] Capitolul Dovada Aceasta rezultă din Teorema (i) și Teoremele (i) și , punctul III Teorema Dacă K nu este un subcontinuu conectat local al unui continuu conex local A', atunci există o curbă = (ab) U (ab)i U (ab) astfel încât pentru i = , arc (ab)i poate fi legat de K printr-un continuum Qiy care nu se intersectează cu (ab)l + l U (ab)i+ (indicii sunt luați din toc/ )) Dovada Conform teoremei din § , VI, mulțimea K conține un continuum de convergență (nereductibil la un punct) Prin urmare, K are o secvență de continuumuri neintersectate K , K , și două secvențe convergente de puncte astfel încât lim un=£ lim ѵn, iar un, va £ Kn P->oa P->os Deoarece spațiul este conectat local prin arc, putem presupune că A și B sunt două continuumuri conectate local astfel încât ( ) "o, "i, u ^ A, voi, ѵ £ B și A P B = Prin teorema din § , II, spațiul ? este uniunea unei familii finite F de continuumuri conectate local care sunt atât de mici încât dacă K *, A*, B* denotă uniunea elementelor lui F care se intersectează cu /C(, respectiv A, B, atunci ( ) A* n B' = == n k* = k* n = k* n K'o Fie РіУі~~ un astfel de arc încât ( ) pw^A^Pi, PvU C\B = yi și pw^^Ki (r = , , ) Fie poPi și qtfp două arce conținute în A și, respectiv, B Curba С = PoPiU P U F astfel încât ( ) Q(n^=# și Q^K* Deoarece ct £ Q, φ (A* U B'), atunci prin definiție A* și B* ( ) QiPMUBbO Pe de altă parte, includerea ( ) împreună cu egalitățile ( ) ( ) Qnc,=o=Qin/ )i+ Astfel, datorită ( ), Q; este continuum-ul dorit CAPITOLUL RETRACTII ABSOLUTE SPAŢIU, CONECTAT ÎN DIMENSIUNEA n SPAȚII CONTRACTIBILE § Extinderea funcţiilor continue retragere I Relaţiile t şi tn Fie A' și / două spații metrice și fie densitatea tuturor restricțiilor f | A, unde /^ Y admite o extensie (continuă) f: Y') Sa punem n unde E trece prin toate vecinătățile mulțimii A Astfel, relația / ( /k ∩ A) înseamnă că funcția f admite o extensie a lui f' la o vecinătate Ε a mulțimii A, adică, / c /* C Y£, unde A L -T - E = Folosim simbolul Y'xvY pentru a însemna că y - ( /m p) pentru orice p = pcz T-, cu alte cuvinte, -/t va însemna că fiecare funcție aparținând lui Y ' poate fi extinsă la vecinătatea / • ' Exemple și observații, (i) După teorema lui Tietze (§ , IV), intervalul Y are următoarea proprietate: WxY pentru orice spațiu metric Y Spațiile Y care au proprietatea de interval indicată se numesc retractări absolute (AR) (vezi i III) (ii) Dacă Y este un poliedru, atunci A'xpY pentru orice Γ (vezi i III) Spațiile Y care au proprietatea onorabilă se numesc retractări absolute de vecinătate (ANR) ') cf Wallace [ ] , USD Continuarea funcțiilor continue retragere (iii) Dacă (ip este o bilă /-dimensională și ^n~\~ sfera corespunzătoare, atunci relația nTi n nu este valabilă (§ , ІІІ, corolar la) (iv) Din condiția Y%: ' rezultă că este conectat arcuit (cf i IV) Relatia și X'xY, atunci Y este conectat Dovada Să ne prefacem că Lee l, S ', DoPD| = , A^A, (/ = , ), Y = B (W R D/A = , b^B^-T^ Dacă λ'xY, atunci maparea /: DouLi -> #, definită de egalitățile )'(A/) = /, are extensia g: λ'-* Y Setarea Ft = g" (A/) , noi obținem R-^F^Fi, LPD-O și L,a/p = /f De aici rezultă că diin ^' = (viii) Relația r nu este tranzitivă Dovada Avem tf'htfra/' (conform (i) si (v)), in timp ce relatia tPxaf nu se tine (cf (iii)) (ix) Relația m nu este reflexivă Conform (vii), niciun spațiu deconectat 'Γ de dimensiune pozitivă satisface relația R'mR' II Operațiuni Prin definiție, o funcție g este o extensie a unei funcții f dacă E[// == /(x)] c: E[// = g(x)] X, // X, y În acest caz, vom scrie pe scurt: f cz g Dacă f: A-> Y n g: B Y, atunci setăm f + g = E [HW U E [i/ = g ( r)]') X și X, y ') Pentru a evita neînțelegerile, vom scrie [ + u în loc de / + g, dacă adunarea este definită în spațiul y Capitolul Retractii absolute Reamintim (cf § , V, Teorema ) că dacă mulțimile A și B sunt închise și funcțiile continue f și g coincid pe A P B, adică f(x) - g(x) pentru χ e LPW , atunci ( f + g): A\}B-*'Y este o funcție continuă Teorema Fie F = F PVPV,-I = O Fie fj = f |ERW Conform ( ), obținem asta ( ) fj(x) = f(x} = g(x) pentru x VPV PV| Deoarece F П В/ Г) Н cz F Г) В П Вн, rezultă din ( ) că ( ) (fj + g^A^i(tm), $ DE LA Continuarea funcțiilor continue Retragerea Mulțimea B L B/L H este o submulțime închisă a lui Bt, prin urmare, în virtutea ( ) ( ) ft + g^g^A^, unde V) este o vecinătate închisă a lui Ff\Bj\JH în raport cu Bf, deci ( ) HPVV/ = Fie F = (VoU Vi) - VoP VI P I și ht = gj | E P V/ Deoarece VL VoP Vi = I, atunci, conform ( ), ( ) și ( ), = = g(x} pentru x ^ ENVoPVi, și întrucât (E P Vo) U (F P Vi) = E, atunci (Ao -Li): E -> Y este o funcție continuă Rămâne să arătăm că B este o vecinătate a lui F, adică că ( ) Fî\%ETe = q Și ( ) f , FcE și /DDіLE^s L"P L, Din ultima includere rezultă (datorită relaţiei Q'mDDo U L (Qo n A,) a hărţii h |D A Ei, unde Q este o vecinătate închisă a setului EoLEi în Eb, adică ( ) E ^LEo = O Sa punem ( ) E \u d E UQ și G \u d (L I Eo) + p De aici rezultă că f cz f e Lo, întrucât (cf ( ) și ( )) F c: V și În sfârșit, V este o vecinătate a mulțimii F Într-adevăr, conform ( ) și ( ), avem (E-|/)L"E = ^-(EoUQ) L F L F P Do => O, iar aceasta arată că V este o vecinătate a lui F în E și deci în E (căci E este o vecinătate a lui F în ?/) Pentru a demonstra cea de-a doua parte a teoremei , punem E = ,V si Q = Eb, de unde obtinem V = D' (conform ( ) si ( )) Teorema Fie Y,, -(finit sau infinit k Dacă șirul este finit, atunci m poate fi înlocuit pe xv ,'i Pr Y, continuă Notăm cu g funcția care mapează un punct x £ F într-un punct (x), Pi, pl, ] din £ Prin presupunere, există este o extensie li: , '-> £ a cartografierii g h(x)~[hl(x), li (x) obţinem că f cz h £ H/D Prin urmare, x /, În schimb, să presupunem că XxUk pentru k - , , Fie F~Fcz il şi harta f: FZ continue Fie /' = [/', Γ •••] • Pentru fiecare /r, prin presupunere, există o funcţie gk astfel încât [k £ punem /?: £ -> £, unde E este o vecinătate a mulţimii /■'; (ii) în loc de gk: ІГ -> Yk punem gk: Ek~>Yk^ unde Ek este o vecinătate a lui F: atunci mulțimea E - P En este o vecinătate a lui F, şi de aici rezultă că f C g - [g , , g"] S£ Teorema Dacă '?JT continuu Astfel f se potrivește cu fiecare x £/? funcția continuă D: '-> Y Sa punem D-( -g); atunci maparea g: Y a mapării g Prin urmare, funcția /* este definită de egalitate rx(tY~g'(t, x), este continuu si fezf: E->UT Dacă ,X X :I 'mVY, atunci există (cf § , IV, Teorema ) o vecinătate Ε a mulţimii F şi o extensie g": ^XE-^-Y a mapării g (g este definită ca mai sus) Atunci f cz f" (^r)/; Capitolul Retractii absolute Cometariu Topologia spațiului Yx este, ca de obicei, topologia sa compact-deschisă De remarcat că prima parte a teoremei este valabilă și pentru topologia convergenței continue în spațiul Yx (cf § , VI, Definiția ) fără ipoteza compactității Amintiți-vă (cf § , V) că o submulțime A a spațiului A' pe i este o retragere T dacă există o mapare continuă, numită retragere, f: E -+ A, astfel încât f(x) = x pentru x > A Numim A o retragere de vecinătate a spațiului j dacă există o retragere a unei vecinătăți Ε a mulțimii A la Λ TEOREMA Dacă Ex > Y și % este o retractare de vecinătate a spațiului Y, atunci T'm" Dacă xY și este o retragere Y, atunci H'xZ- Dovada Fie F-Fcz T și F -> o funcție continuă Din presupuneri rezultă că f Z, unde E este o vecinătate a lui F, G este o vecinătate a lui și r este o retragere a lui G pe În consecinţă, mulţimea H = E Π g~l(G) este o vecinătate a lui F şi f oo p oo și identic cu W ') Vezi și Hu Si-tsliang [ , p ] $ Continuare funcții continue retragere III Retractii absolute Definiție Un spațiu metric se numește retragere absolută (AR), respectiv retragere de vecinătate absolută (ANR) dacă TxY, respectiv P'x^Y pentru orice spațiu (metric separabil) /Γ ) Exemple și observații, (i) Conform teoremei lui Tietze, spațiul euclidian rG' și cubul rG sunt retractări absolute Mai mult, fiecare submulțime convexă a spațiului '*'' este o retragere absolută (vezi § , IX, Teorema , observație) (ii) Evident, r = pentru ,r=^ și ° = ( ); prin urmare, setul gol nu este o retractare absolută Cu toate acestea, este o retractare absolută de cartier (iii) Fiecare retragere absolută este conectată la arc și fiecare retragere de vecinătate absolută este conectată local la arc (iv) Fiecare poliedru este ANR (Borsuk [ , p ]) Fiecare dendrita este un AR (vezi Teorema , iar pentru o afirmație mai puternică, vezi Teorema § , VII) Acest lucru este ușor de obținut (prin inducție) din teorema de mai jos (v) Grupurile Betti de ANR-uri (compacte) au un număr finit de generatoare (vezi Borsuk [ , p ] și Lefschetz [ , p ]) (vi) Există AR în spațiul ef care nu poate fi reprezentat ca o uniune finită a AR mai mici (vezi Borsuk și Mazurkiewicz [ ]) Mai mult decât atât, există un AR bidimensional fără un subset bidimensional închis propriu al cărui AR este un AR (vezi Borsuk [ ]) Dacă Y este un spațiu finit-dimensional, atunci din condiția YX xY rezultă că Y este AR, iar din condiția Y X HxVY rezultă că Y este ANR (cf § , VII, Teorema ) Teoremele , și ale articolului II implică în mod direct următoarea afirmație (vezi Aronshine și Borsuk [ ]): Teorema Fie Ao și Aj dea mulțimi închise, dacă Do, Ai și A P Li sunt AR (respectiv, ANR), atunci /Io U L este același; dacă /l UAi și A PAi SUNT AR (respectiv, ANR), atunci seturile Ao și A- ■) Acest concept se datorează lui Borsuk [ ] Terminologia este legată de teorema din ea IV Pentru o expunere mai detaliată, vezi cartea lui Hu Si-chiang [ ] Vezi și Borsuk [ ] și [ ], [ ], [ ]-[ ]; cf Molsky [ ], [ ] - Capitolul Retractii absolute Cometariu Cu toate acestea, din ipoteza că / (), / și / uL sunt AR, nu rezultă că /IOPL este și LI? (chiar și pentru un poliedru) (Vezi Begle [I] ) Teorema Produsul cartezian Y, X Ф X (respectiv, produsul final , X X UD este AR (respectiv ANR) dacă și numai dacă fiecare Uk este AR (respectiv ANR) Cometariu A doua parte a teoremei , referitoare la ANR, nu poate fi generalizată la secvențe infinite Într-adevăr, toate Uk să fie egale între ele și să fie formate din două elemente; atunci spațiul Y \ XX este homeomorf la o mulțime Captor și, prin urmare, nu este ANR, deși fiecare dintre Yk este ANR Teorema Fie D un spațiu metric compact Atunci spațiul Ym este AR, respectiv ANR, dacă și numai dacă spațiul Y este astfel În consecință, Hm și ' Y este o funcţie continuă ') Vezi Vopdyslavsky [ ] pentru dovadă jj> , Continuarea frecării neîntrerupte Număr de înregistrare Conform Corolarului a din § , IX, Y poate fi considerat ca o submulțime închisă a spațiului astfel încât, deci, există o funcție continuă u: '->g astfel încât g(x) = f(x) pentru x£ F Presupunând că r este o retragere a lui g pe / (respectiv, o mulţime deschisă Ε pe ІY), obţinem acel fezrg, de unde 'm / (respectiv, 'm " /) Teorema Fiecare retractare a unei retractări absolute este retractare absolută O retragere de vecinătate a unei retractări de vecinătate absolută este o retragere de vecinătate absolută Dovada Fie Y un ANR, G o submulțime deschisă a lui Y, r: G - * A o retragere, F^Fci' și /: F -> A o funcție continuă Atunci fcf' > yE, unde E este o vecinătate a lui F Setăm // = f l(G) De aici rezultă că FcH' este astfel // o vecinătate a lui F, iar fcrf^/VE Prin urmare A este ANR Dacă Y este AR, atunci argumentăm în mod similar, stabilind G = / și E - FK Apoi Π -u fezrf* o funcţie continuă astfel încât ( dacă x £ F, f(x) = I , dacă xSD'-G; De exemplu, f(l:) = 'p(x, -G) + p(x, F) • Prin presupunere, fie /r o extensie a lui h la GX^U^XO Sa punem h*(x, t) = /r (x, t ■ cp(x))> Apoi cartografierea /r': Zφ -> Y este continuă și h* (x, t) = h(x, t) pentru (x, t) e F° Teorema Fie Y ANR Dacă spațiul Yy este conectat la arc, atunci Y este AR ) Dovada Fie M' un spațiu care conține Y ca submulțime închisă Să arătăm (în conformitate cu teorema ) că Y este un retract Fie fp Y -> Y ( = , ) să fie funcții astfel încât My) = c și f\(y) = y pentru y > Y Prin presupunere, există un arc care conectează /o cu /| în spațiul Y-' Fie y: -+YV o funcție continuă astfel încât Ho - fo și gi = fi h(x, t) = gt(x) pentru x e Y și A(x, ) = c pentru x e Punem = (? / X D') UX ) Atunci maparea /r: Y -* Y este continuă, conform teoremei din § , IV Deoarece Y este ANR, din lema anterioară rezultă că h st Іі* £Y'C/'' Punem r(x) = /r*(x, ) Atunci νstr Y este o retragere ') cf cu dovada lui Dowker [ , p ] ) Pentru cazul compactului Y, vezi Borsuk [ , p ], Continuarea funcţiilor continue retragere Teorema Fiecare AR compact are proprietatea punctului fix ) Dovada Teorema decurge din teorema și din teoremele și de mai jos Teorema Dacă Y este o retragere a unui spațiu IE care are proprietatea punctului fix, atunci Y are și această proprietate Dovada Fie f: EE -> Y o retragere și g: Y Y o funcție continuă Deoarece gf: іE-*Y, atunci gf: іE-+ІE, iar prin presupunere există un punct x astfel încât gf(x ) = xQ Deoarece gf(x )țy, atunci x e Y> de unde f(xQ) = x și, prin urmare, g(xQ) = xQ Lema Fie IE un spațiu compact Dacă fiecare > corespunde unei mapări continue f; EE-+IE, astfel încât (O |/(x)-x| astfel încât ( ) |g(x)-x|>s pentru orice x Fie f o mapare care satisface condițiile teoremei; punem fg(x) = fg(x) si F = f( E) Deoarece maparea II : : E -> F este continuă, maparea (h\F): F^"F este de asemenea continuă și, prin urmare, există un punct x e F astfel încât A(x ) = x , adică fg( x ) = x Conform ( ), | fg(x ) - g(x) | oo (cf § , I, Teorema ), atunci funcția f este continuă Prin urmare, F este o retragere a spațiului :E Pe de altă parte, următoarele ') Teorema Dacă fiecare element ciclic al unui continuum conectat local este AR, atunci întregul continuum este AR În special, fiecare dendrită este un AR Prezentăm următoarele teoreme fără dovezi Teorema (înglobări) Dacă Y este un spațiu compact (ct Si), atunci există un poliedru infinit P astfel încât Y[]P este o retragere absolută* ) Această teoremă este o generalizare a teoremei din § , IX Teorema (înglobări) Pentru fiecare n există o retractare absolută (n + )-dimensională care conține topologic orice spațiu n-dimensional separabil metric ) Teorema Fie E un spațiu compact, F submulțimea sa închisă și f: E -> Y o funcție continuă astfel încât (f\ E - F)' EF-^yf(F) ') Vezi Borsuk [ , p ) Pentru dovadă, vezi Borsuk , p ] ) Pentru demonstrarea coso, vezi Bothe [ ] jȘ Continuarea funcțiilor continue retragere este un homeomorfism Dacă F și f(F) ct/t ANR, atunci Y are și ANR ) Observații privind caracterizarea locală a ANR Un spațiu se numește ANR la p dacă există o vecinătate a lui p care este ANR Teorema (Hanner) Un spațiu este un ANR dacă și numai dacă este local unui ANR în fiecare dintre punctele sale ) Dovada se bazează pe următoarele afirmații: (i) Fiecare subset deschis al unui ANR este un ANR (ii) O uniune de ANR-uri deschise este un ANR IV Legătura în dimensiunea n Cazul când MnU Un spațiu Y se numește conex în dimensiunea n dacă Y^n = UCi'i+' I aceasta înseamnă că orice mapare continuă /: -> Y are o extensie continuă /*: b',(b) -► Y ) Se spune că un spațiu Y este conectat local în dimensiunea n într-un punct p dacă fiecărui e > îi corespunde r] > astfel încât orice funcție continuă f: eftl-> y pentru care continuare continuă Γ- astfel încât Γ( )=p și [p U /" (b'r[,,)] , există m] > astfel încât orice mapare continuă [ : Φ m -> Y, unde m = - , , , n, pentru care /(c^l) Y, astfel încât f(Om + i)^e ■) Vezi Whitehead J ( , p ] și (în cazul dimensiunii finite) Borsuk ( , p ) ) Vezi Hanner [ ] pentru dovadă Pentru un spațiu compact, vezi Yajima [ ] ) Amintiți-vă că bn+ = E [(I P I oo Teorema Următoarele condiții (pentru Y =/= ) sunt echivalente: ( ) Au (câștigul capetelor de putere se va răni în-, ( ) Y are o retragere de vecinătate a oricărui spațiu Z, astfel încât Y este închis în % și dim(g - Y) /r; ( ) dacă F = FcPF și dim (Ж - F) îgCn, atunci R'x Y; ( ) Dpx U; oo ( ) dacă y-l p atunci yTk = A+i| \ pentru k ( ) Dacă Y = Y și dim ( g - /r, atunci, conform Corolarul a al § , IX, există un spațiu E care conține Y, în care Y este închis, iar E - Y este un poliopr infinit de dimensiune ^ n, și o mapare continuă g: Z -*-E astfel încât g(y} - y pentru y £ Y Astfel este suficient să arătăm că Y este o retragere a uneia dintre vecinătățile sale E în A' (deoarece g~' (E) este vecinătatea lui Y în £ Demonstrăm ultima afirmație prin inducție și arătăm că (i) apare când dim( E - Y) = ; (ii) dacă este valabil pentru dim (E - Y) /r, atunci este valabil și pentru dim ( E - Y) = k + În cazul în care E - Y este un poliedru zero-dimensional (infinit), este o mulțime discretă formată dintr-o succesiune (finită sau infinită) de puncte p, p , Notați cu fo(Pi) un punct din mulțimea Y (care nu este gol prin presupunere) astfel încât Ifo(pi)-Pi\ ••• notăm simplexele (k + )-dimensionale Astfel simplecele D{ nu se intersectează, iar limitele lor - £)( sunt cuprinse în R În plus, putem presupune că lim (£ > z) = ') i ->O Deoarece dim/?^&, rezultă prin presupunerea că există o vecinătate G a mulțimii Y (în E} și o mapare continuă /: (R ∩ GU Y) -> Y, care este maparea identității pe Y Noi multimea /z = fID - £> r pentru Dt c G Fie E uniunea multimii /? n GU / si a tuturor simplexelor Dt (continute in G) astfel incat maparea /z are extensia Dt -> Y Alegem f* în așa fel încât ( ) [W)] Simplicele Dt nu se intersectează între ele și, prin urmare, cu Y ') cf Aleksandrov și Hoif [I, p , "HilfssaU"], Capitolul fie /* = /' + /| + /*+ Trebuie să arătăm că E este o vecinătate a mulțimii :'J și harta Γ este continuă Fie u P - Іі"і Pj, unde pj £ - (Y \JR) Deoarece Di П У = , atunci, stabilind p/SP(/), putem presupune că toți indicii ij sunt diferiți ( ) lim (£),) = Și ( ) lini [pUO/,l = - /->OO ' ' Din pCG, pentru suficient de mare / obținem Dt ( ) Dacă f: F -> Y este continuă, atunci există (conform Corolarul a § , IX) un spațiu S, care conține / astfel încât dini (g - Y) "C n și Y este închis în X, iar extensia f : A' -> Z a mapării f Să presupunem că condiția ( ) este îndeplinită, atunci există o vecinătate V a mulțimii Y (în ) și retragerea dc V -> Y Maparea D = gf este cea dorită, întrucât este o extensie a mapării f definită pe mulțimea E = fă' (V), care este o vecinătate a mulțimii F (în E) Implicațiile ( )=Ф( )=^>( ) sunt evidente ( ) => ( ) În conformitate cu lema, trebuie să arătăm că, în condiția ( ), se întâmplă următoarele: dacă k y și Λ > / , este o succesiune de funcții aparținând lui Y > k și convergente la o funcție constantă g - gazdă valoarea p, atunci itx(//) = /-> oo Fie f(x) = fi(jx) pentru |x|= // și f(O) - p Evident, fțyTk Prin urmare, conform ( ), fezf' £ YE,' , unde Ek este o vecinătate a mulţimii TI{ Deoarece £ \, există un indice /o astfel încât x ⊂ Elt pentru I x| f->oo de unde lim%(/ ) = -+ Corolarele și ' Fiecare dintre următoarele condiții este echivalentă cu condiția ( ) (pentru Y=^ ): ( ) Daca Capitolul Condiția (D) este echivalentă cu condițiile ( ') și ( '), care sunt obținute din ( ) și ( ) prin ștergerea indicelui v; în acest caz se poate omite ipoteza compactității spațiului Deoarece spațiul /^ este conectat local în dimensiunea în punctul p (prin presupunere), există u > astfel încât pentru fiecare funcție continuă h: &\ -> Y pentru care &[p U h (a \) ] ( '), omitem condițiile e> și q> din demonstrația anterioară Astfel, fiecărei mapări continue A: ^ -> / îi corespunde o mapare continuă A*: ft + l -> / astfel încât AcrA' (unde p este un punct arbitrar) Teorema Fie n> Dacă fiecare subcontinuu al spațiului / este conexat în dimensiunea n, atunci spațiul Y este conex și local conexat în dimensiunea n Dovada Fie p e Gc /, unde Q este deschis, și fie /: G o hartă continuă Deoarece f > , atunci sfera /( , iar această secvență converge către punctul pțy -g^u^îu ) (iv) Mulțimea Y din exemplul precedent poate fi considerată ca o mulțime situată în spațiul Hilbert în așa fel încât abscisele punctelor sale să tindă spre zero Fie q un punct ( , , , ) Conectăm q cu fiecare punct al spațiului Y printr-un segment de dreaptă Mulțimea rezultată va fi a (l c n)- și (c ^-spațiu pentru orice n, dar cu toate acestea nu este o retractare absolută (v) Fie dim ^ = n Dacă Y este un spațiu (l s n + ), atunci Y este ANR Dacă, în plus, Y este un (c n + )-spațiu, atunci Y este AR (cf § , VII, Teorema ) (vi) Un (l c n)-spațiu (n > ) este un (c /^-spațiu dacă și numai dacă grupurile sale Betti de dimensiune , dar nu este conectată local în dimensiunea la punctul (ix) Presupunerea că spațiul Y este conectat în dimensiunea este echivalentă cu ipoteza că grupul său fundamental este trivial Zah Capitolul Retractii absolute (x) În studierea conexiunilor locale în dimensiunea n, ne-am limitat la spații metrice separabile Totuși, multe teoreme pot fi extinse la spații metrice arbitrare (și chiar spații normale)) V Operaţii Teorema Unirea a două (l c n)-mulțimi închise a căror intersecție este o (l c (n - ) )-mulțime este o (l c n)-mulțime Teorema rămâne valabilă dacă "l Cu " înlocuiți cu "l Cu și s Dovada Fie Y = / U A, A/ = Aj, F C F C FJn, f: F -> / continuu, iar Cj = (Af) În conformitate cu corolarul ld § , II, lit ^" = BoUBi, Bj = Bj, F (] B j - C j și yitkvoPVONSoPSOKya-I Din ultima inegalitate, în combinație cu condiția ff'l~'xv (Ko r) A) și condiția ( ) de la punctul IV, urmează condiția ( ) de la punctul II Presupunând că сГ'ххл și ff"xvAh și folosind lema ' din itemul II, obținem concluziile necesare (cf IV ( )) Corolarul Sfera Țfn este a (c ^-spațiu (dar nu este (c n + ^-spațiu', cf I (iii)) Dovada Vom efectua demonstrația prin inducție Cazul η = este evident, și anume, Să presupunem că v-ați împărțit a?n pa două emisfere închise și &*n astfel încât Π Atunci П afn, iar din moment ce și ^n sunt re- tracturi, atunci THx&'n și Bnx^n, prin urmare, nx(a?n U de teorema I Următoarele teoreme decurg direct din teoremele - ale articolului II: \ *) Vezi Dugupdy [ ] mier de asemenea Hanner [ ], Katetov [ ], Kodama [ ] și | |, Michael E [ ] și [ ], Dowker [ ] Vezi și monografiile citate mai sus: Borsuk [ ], Hu Si-chiang [ ] și Dugupdyi [ , cap VI J (U Continuarea funcției continue Retragere Teorema Dacă unirea și intersecția a două mulțimi închise sunt spații (l s p), atunci și aceste mulțimi în sine sunt la fel Teorema rămâne adevărată dacă "l Cu /g" pentru a fi înlocuit cu "l Cu p și s La" Teorema Pentru ca un produs cartezian (finit sau infinit) al unei secvențe de factori să fie un (l s p și s p)-spațiu, este necesar și suficient ca fiecare factor să fie astfel Pentru secvența finală "s p poate fi omis Teorema Fie dimD = k Dacă Y este un (l s n + k și un s n + f-spațiu, atunci Y este un (l s n și s n)-spațiu Dacă A este compact și Y este un (l s n + f-spațiu, atunci Ym este un (l c n)-spațiu Dovada Într-adevăr, din relaţia n+kxY rezultă relaţia A X DpxY (după IV( ') şi ( ')), de unde obţinem DpxY!T prin Teorema a itemului II Teorema O retragere de vecinătate a unui spațiu (l s p) este un spațiu (l s p) O retragere a unui spațiu (l s p și s p) este un spațiu (l s p și s p) Prin urmare, următoarele sunt valabile (cf Teorema , punctul II) Teorema Dacă Y? (unde A este compact și nevid) este un (l s p)-spațiu în (respectiv, un (l s p și s p)-spațiu), atunci U este astfel VI Caracterizarea dimensiunii *) Teorema Dacă % este un spațiu metric separabil, atunci relațiile dim ^'s^n și 'xe 'n sunt echivalente Deducem această teoremă din teoremele și de mai jos Teorema Relaţia H'xA'n rezultă din relaţia dirnW^n Dovada Deoarece există un (l s n și s n)-spațiu (prin teorema a articolului V), atunci prin teorema ' ( ') a articolului IV avem Teorema Din relaţia Tx'A>n rezultă că HxA^ pentru >n ') Vezi Aleksandrov [ , § ] mier Gurevici [ ] * Capitolul Dovada Dovada se reduce la verificarea că Z'x(^ n+l) rezultă din $rxa?n Atunci I Ta^t+i, Yakha^ptL SI I T^^p+I p ll+I> de unde, prin Teorema , itemul II, obținem că Fie S un pa simplex w-dimensional nedegenerat , r, pag Fie An un poliedru care este uniunea tuturor fețelor S de dimensiunea de cel mult n Atunci este valabilă următoarele Lema Din relaţia Rx există o funcție continuă f: Rx -> An astfel încât ( ) f(x) £ An implică f(x) = f(x), ( ) din f(x) £pt y, rezultă f*(x')^pi p OH OH Dovada Fie d = tn - n; să efectuăm inducția pe d Pentru d - avem An=Am \ Prin urmare, dacă f: H' An~ orice extindere (continuă) a restricţiei f\f~ (/!"), atunci condiţiile ( ) şi ( ) sunt îndeplinite Presupunem că lema este valabilă pentru d - și arată că este valabilă pentru d Fie f: R-> o funcție continuă Prin teorema , rezultă din relația R'x&n că Prin urmare, prin Presupunând că există o funcție continuă g: Rg -> An+ astfel încât ( ) f(x) £ An+i implică g(x) = f(x), ( ) din ftxjțpt p, urmează g(x)EP, p o * 'o k În conformitate cu definiția lui Γr+ , fie T\, Γ sunt fețe (n + )-dimensionale ale lui S astfel încât ( ) Д"+І "f, U bolnav Fie Bi granița lui Tj (adică unirea tuturor fețelor dimensiunii ^n) Sa punem ( ) ( ) $ Extinderea funcțiilor continue retragere Apoi UіхВіу din В^ ап și • Да 'п prin presupunere Astfel g\C( are o extensie continuă Ut->Bi Fie ( ) r = g{ + + £r, adică f*(x) - gi(x) pentru x e Ui, unde An este o funcție continuă, deoarece Δ U \JBr=An Fie f(x) ⊂ An Atunci f(x) = g(x) Să presupunem că g(x) C Bp, apoi x(; Cb și deci g (x) = gt(x) = f* (x) În consecință, condiția ( ) este îndeplinită Pentru a stabili condiția ( ) presupunem că f(x) £ Pik Atunci g(x) £ pia pik, conform ( ) Prin urmare, putem presupune că g(x)^p^ p^, unde / n; aceasta înseamnă că / = n + (deoarece g(x) £ An+ ) De aici rezultă că r p, =Tn pentru o abordare-'o 'n+I S total În consecință, x e Us, conform ( ), și folosind ( ) aflăm că G W \u d h ( n Conform Teoremei § , VI și Corolarul § , VII, demonstrația se reduce la definiția unei funcții continue f: astfel încât ( ) f~'(Pi)c:Gi Pentru r = , I, , m, unde Pi este uniunea fețelor simplexului S care au vârful pt, Capitolul Retractii absolute Luați în considerare transformarea {Gq Gm} și {Po, , pct} ) x(x) = A (x) • p + x corespunzătoare sistemelor • • • + ■ pm, Unde Mx) == P(x, fj) și Ft = M' - Gt p(x, fo) + + p(x, f,n) Din moment ce nervul sistemului {Go, , Gm} este /-dimensional, de aici rezultă că x: M' -> A, este o hartă continuă Deoarece (prin teorema ), există (prin teorema ) mapare continuă /: Δ -> At {, astfel încât ( ) din x(x) £ p p, rezultă că f(x) £ p p ''bine bine De aici obținem includerea ( ) Fie x £ fl(Pt); atunci f(x) € Pi- Pe de altă parte, fie x(x) € p; p, de unde f(x)ept - - • p , hz aproximativ conform ( ) Din aceasta obținem imediat că / este unul dintre indicii / , , astfel, x(x) e P deci x și deci x e Gf, pentru x (Pi) cz Glt conform § , VI ( ) Corolarul ) Pentru a avea nevoie și este suficient ca pentru fiecare mapare continuă f: -> Cn + i a existat o mapare continuă g: D'-*■ ~~>( n+i - Q) (unde înseamnă originea), astfel încât (ii) dacă f(x)^&>n, atunci g(x) = f(x) Dovada Fie f: A -> n+I o mapare continuă și F = f~' ( An, și deci (f |F)cg £, de unde se obține condiția ( ) În schimb, fie F = Fc F și Λ: Ρ -*> n o hartă continuă Deoarece n+ este o retragere absolută, atunci fie hczfț £ n+i Să presupunem că maparea continuă g: A' -> -* (Gn+i - ) satisface condiția ( ), și setați G(x) ~ g(x) 'ID(x)| • Atunci h c= f Prin urmare, de unde prin Teorema dim ') cf § , VI Pentru acoperiri prin seturi arbitrare (nu neapărat deschise), vezi Kodaira [ ], d) Vezi Aleksandrov [ J $ Continuarea frecării continue Retragere Teorema poate fi reformulată după cum urmează: Teorema (dualitate) ) Fie F = Fc o' și dim(H' - F) = nr Pentru fiecare mapare continuă f: F -> aFn (unde n > m) există o mulțime Z astfel încât Z = ZcSF-F și dim Z^m - n - , și o extensie continuă f*: (FF - Z) -> F n a mapării f Dovada Deoarece este evident că teorema este adevărată pentru n = - și, de asemenea, pentru n = - , putem presupune că este valabilă pentru n - și n > Ca de obicei, fie u emisferele (închise) în care '&'n-x împarte n Fie f: F -" & n o funcţie continuă, corolar ld § , II ^ = BoUBi, Bi = Bh F ț] B/ = Сlt dim[(B nSi)-(C nCl)] n cu A, FV - Z cu FF și omitem indicele v, atunci putem concluziona că există o extensie continuă f: (F - Z) - + a? n cartografiere f Observații, (i) Dacă mulțimea % - F este un poliedru infinit, atunci putem presupune că Z este un poliedru ) (ii) Teorema (completată cu Observația (i)) poate fi generalizată prin înlocuirea eT'n cu un arbitrar (l c nr și c ^-spațiul ) ') Eilenberg [ ]; cf de asemenea Gurevici [ , p ] ) Eilenberg, [ , p ] ) Borsuk [ , p ] Pentru o altă generalizare (respingând ipoteza separabilității), vezi Akasaki [ ] Capitolul VII Spațiul LC"( ^) Reamintim (vezi Sec IV) că un spațiu Γδ se numește LCn dacă pentru fiecare e > există r) > astfel încât orice hartă continuă f: a lui m -" K, unde rn - - , , n, pentru care /(^'m) A definită mai sus Demonstrația ) se bazează în esență pe teorema completă de măsurabilitate enunțată în § , VI, Observația ') Pentru această noțiune de convergență, numită și convergență regulată în sensul lui Curtis, vezi Curtis [ ], White [ ] mier de asemenea, cu noțiunea lui Wyburn de convergență regulată [ ] ) Vezi Kuratovsky [ ] Pentru conectivitatea locală omologică, vezi Begle [ ] Pentru formularea problemei și rezultatele aferente, vezi Borsuk [ ] Pentru măsurabilitatea completă a spațiului subcontinuei conectate local a unui spațiu complet, vezi Mazurkiewicz [ ] și Kuratowski [ ] dolari Homotopie Contractibilitatea Următoarele afirmații se referă la spațiul LCn ( /) când / este complet*)• Teorema Fie Bt -> A în spațiul LCn( /) Fie NOT un spațiu compact perfect de dimensiune n + și fie f: t'-+A o mapare continuă pe Apoi există o secvență de mapări continue git care converg uniform către f și astfel încât gl(^E) = Bi pentru orice număr întreg pozitiv i mai mare decât un fix Astfel, pentru fiecare Α £ Lcn(Y') și fiecare e > din spațiul ECn(Y) există o vecinătate a lui A, fiecare element al lui B având forma B = gEE), unde |g - /| n + , atunci pentru fiecare e > există o vecinătate a lui A în LCn( ), din care fiecare element al lui B poate fi obținut din A printr-o transformare continuă g astfel încât I £(X)-X| / și ft: ^' -> ^ sunt numite homotopice (față de , se notează / -/b dacă există o mapare continuă h: astfel încât ( ) /r(x, ) = foW și /r(x, )= /, (D Cu alte cuvinte, dacă o hartă g: (A' X U A' X ) -> Y\ astfel încât g\ cl' X coincide cu / și g| ^Xl coincide cu fh are o extensie continuă h : L "X ff - * U ') Vezi Kuratovsky [ ] Capitolul Retractii absolute Exemple și observații ), (i) Se mai spune că două mapări fQ și sunt homotopice dacă sunt obținute una de la cealaltă prin intermediul unei deformații (continue) Această terminologie apare în mod natural atunci când variabila t £ este considerată ca un parametru de timp (ii) Dacă x o hartă continuă; f este homotopic la o hartă constantă dacă și numai dacă f(x) - e>, x\ unde g: Δ este o hartă continuă Suficiența condiției este evidentă: se poate, de exemplu, setul h(x, = Necesitatea va fi stabilită în teorie rema § , IX (iv) Un continuum conectat local este unicoerent dacă și numai dacă fiecare mapare continuă f: ^-> este homotopic la o mapare constantă (vezi § , III, Teorema ) (v) Dacă ' - n, atunci conceptul de homotopie conduce în mod natural la conceptul de grup de homotopie în sensul lui Gurevich [ ] Teoremele - Homotopia este o relație reflexivă, simetrică și tranzitivă, adică f ~ f; dacă f ~ g, atunci g - E; dacă f ~ g și g ~ h, atunci f ~ h Dovada Pentru a demonstra , presupunem că u: T X -> Y este continuu, u(x, ) = f(x), u(x, yj = g(x) și u(x, ) = f(x) TEOREMA Dacă f: E - * Y și gf Y -> g (/' = , ^ sunt mapări continue și gn~g}, apoi gof-gif- Dovada Fie h: Y X -> o hartă continuă astfel încât h(y, j) - gj(y) Atunci u: E X -* Z este continuu si "(x, j) = h[f(x), j]^gjf(x), deci gof^gj Teorema a Lasă fn, fp -+Z Dacă Z este o retragere a spațiului Y, atunci (fv~f} REL y) = (f ~fi rel ) ■) Această teorie este descrisă în detaliu în cartea lui Hu Xi-chiang [ ] Pentru o abordare mai algebrică, vezi Hilton ( ) și Whitehead G [I] dolari Homotopie Contractibilitatea Dovada Să demonstrăm implicația de la stânga la dreapta Fie h: A X -*** continuu și /r(x, j) = fi(x) Fie r: Y -> Z o retragere Atunci g = r ° h este homotopia dorită, adică și g(x, j) = r [A(x, /)] = r [f/(x)] = f, (x) Teorema Fie f , fp A -> Y hărți continue și {FJ o familie de mulțimi deschise-închise astfel încât ' = \JFt Dacă fo|Fy ~ I Ft pentru fiecare t, atunci fo-fi-t Dovada În conformitate cu teorema Linde-löf (§ , XI), lit oo x \u d și F, " - M y, astfel încât An(x, j) = f/(x) pentru x e Gtn și / = , Fie h egal cu hn pe Gtn X Deoarece mulțimile Gtn sunt deschise și disjunse, /r: % X -> Y este o mapare continuă și /r(x, /) = fj(x) Prin urmare, fo - / o Teorema Condiţia f ~ f este valabil dacă și numai dacă există un arc (sau, echivalent, un continuum conex local) care unește f cu în spațiul Yx Dovada Pe de o parte, dacă o mapare continuă /r: LKh -> Y satisface condiția ( ) și dacă fiecărui t îi corespunde o mapare gt: A -> Y definită de egalitate ( ) g>(x) = F(x, t), atunci g\ ~+Yx este continuă (cf § , IV, Teorema ) Deoarece g( ) este un ^-spațiu (deoarece Yx este un ^-spațiu; cf § , I, Observația ), atunci g( ) este metrizabil (prin Teorema din § , VI) și, în consecință , este printr-un continuum conectat local care leagă punctele go = fo și g\=h în Yv Pe de altă parte, dacă g' Yv este continuu si go = fn, g\=f\, atunci maparea /r: A X -*Y satisface conditia ( ) si este continua prin Teorema din § , IV Teorema Dacă mapările fp A->Y (j = , ) sunt constante, fj(x) = Cj, atunci și numai dacă există un arc în Y care leagă punctele c și u Capitolul Dovada Dacă h: Eu? X -> Y este o mapare continuă și /r(x, j)~Cj, atunci condiția g(t) = h(xQ, t), unde x este un punct fix în JD, definește o mapare continuă g : A~>Y, deci g(ff} este un continuum conex local, deci conține un arc care leagă punctul g(O) = Co CU punctul g( ) = C| În schimb, dacă punctele c și c pot fi conectate printr-un arc în Y, atunci mapările f și D pot fi conectate printr-un arc în Yx, deoarece /cz UD top Fie mulţimea de secvenţe z = [z , z , ] astfel încât r = - şi zn £ ef Fie A'c n Dovada Această afirmație decurge din Teorema și Corolarul Ia § , III ') cf Lefschetz [ , p ] dolari Homotopie Contractibilitatea De asemenea, notăm următoarele formule evidente: ( ) dim A(A) Y a mapării g Fie G o mulțime deschisă astfel încât F c G și GxtfciGi (cf § , IV, Teorema ) Atunci (A, | G) ~ (h |G) Dacă Y este a (c ^-spațiu, atunci trebuie să punem G, = TEOREMA Să fie dat un spațiu compact % de dimensiunea F^n - , (l c n)-spațiu în Y și două funcții continue / , fp F -> Y\ Atunci familia de submulțimi închise F ale spațiului astfel încât fQ \F cf f{\F, este deschis în spațiu x Într-adevăr, familia luată în considerare este uniunea familiilor Aa = E (Fc:G), unde G este un set variabil deschis o proprietate astfel încât f |G^fJG (familia A este deschisă conform teoremei din § , II) Aceleași ipoteze conduc la următoarea concluzie: Capitolul Retractii absolute Teorema a Dacă F, => /; , Fn = Fn și (fQ |Г") nu este homo- topic (fi I Fn) pentru nu n, atunci (pentru IP Fn^ nu este homotopic (ft | П • Teorema ) Fie Y un (l s n)-spațiu, F = Fc ', dim (-Γ - F) Y două mapări continue astfel încât dacă f are un extensia fo pe R', atunci A are și o extensie fi la FE Mai mult, f^fi- Dovada Fie F° = (FXX ) Asa de cumva există o mapare continuă h: F° -> y astfel încât h(x, ) = /o(x) pentru x e F, h(x, l) = fj(x) pentru x e F Deoarece Y este un (l s "(-spațiu), din inegalitatea dim {FE X | f (x) I - I A (x) - A (x) I > - / Și P (x, i) I\u e IA (x) I - ( - O IA (x) - f (x) I\u e - ( - În plus, /r(x, O) = fo(x) și /r(x, ) = A(x)- Teorema Fie Y un (l c n)-spațiu vo și un (c nr)-spațiu (unde nr y În consecință, fa(f + A) € ^yp^p' Teorema Fie Y a (l c n și c mri)-spațiu (unde n ^ n), dim ∩ n - , FE - F U Fb F/ - Fj și dim F A F, C m~ Dacă fjt FE ->Y sunt hărți continue și (f Fj)c^(ft I FJ pentru j = , , atunci f - fi Dovada Sa punem = F- = (J;FX( ))U(FX(l)), F* = F'(J (F/XF) Fie f: F* -> Y maparea (continuă) definită de egalitatea f(x, /) = f/(x) Capitolul Deoarece (/ F ~ (/, | F/), rezultă că f ⊂ (^" | r) Π (Vp y care este omotopică la o constantă are o extensie [*: TE-+Y Teorema Dacă F = F, Fj - Fj, Fc F {)Fi și dim (Fo П F, - F) m - , atunci DACĂ) P DACĂ) = (^F F) Teorema Dacă Ft = Fh dim Fo f] Ft^ ni - , f: (FqU F,) -> S?m este o mapare continuă și f\FjCM \ pentru j = , , atunci Teorema Fie Y un (l s n)-spațiu complet în și TE un spațiu compact de dimensiune Y hărți continue Atunci f ~ g dacă și numai dacă fug aparțin aceleiași componente a spațiului Yx Dovada Prin Corolarul al § , IV, spațiul Yx este conectat local Prin Teorema din § , V este un spațiu complet, prin urmare fiecare dintre componentele sale este o mulțime conexă, conexă local și completă și, prin urmare, este legată de arc (cf § , II, Teorema și I, Teorema ) Teorema rezultă astfel din teorema a articolului I III Raportul pentru ft Acest simbol va însemna că pepr spațiul TE este ireductibil în raport cu non-homotopia mapărilor f și fr, cu alte cuvinte, că ( ) ( ) F = F TE implică fQ \ F cafx \ F Deoarece Ef n - p este o retragere absolută, atunci (cf elementul I, Teorema și (ii)) ( ) (x I t^n) ^ în raport cu t^n nepr Teorema Fie TE un spațiu compact, dim TE , Y este (l s n)-spațiu și fQ, fp TE -> U - continuu dolari Homotopie Contractibilitatea nye displays Dacă fo e Pft, atunci EE conține o mulțime închisă F astfel încât f \F ft\F nepr Dovada Această teoremă este o consecință imediată a teoremelor a din partea II și din § , IV Corolarul Ia Dacă EE este un spațiu compact, ft EE -> E m este o mapare continuă și f cf , atunci EE conține o mulțime închisă F astfel încât f\F cp nepr Teorema Fie Y un (l s n și s nr)-spațiu (nr > n), dim E n - și f , fp EE -> Y sunt două mapări continue Dacă fQ cf ft, atunci nu există un set închis de dimensiuni ale scânteilor ^ nr - nu separă spațiul EE; cu alte cuvinte, EE nu poate fi reprezentată ca EE ~F [)F{, unde Ft = F/ pentru j = , și dim (Fo Г) Fi)^ tn - Această teoremă este o consecință imediată a teoremei din partea II Corolarul a Dacă ft EE -> m este o mapare continuă uf cp , atunci niciun set închis de dimensiuni •SE nі - împarte spațiul EE Din aceasta rezultă (cf ( )) că este o varietate Cantor (cf § , XI) Teorema Dacă EE este un continuum conex local, ft EE este o hartă continuă, a fiecarui element ciclic E al multimii EE, apoi fazi Altfel, conform Corolarul Ia, ar exista o mulţime F închisă astfel încât f \ F cp Conform trace-pepr a, mulțimea F este conectată și niciun punct nu o desparte Prin urmare (cf § , II, Teorema ) F este cuprinsă într-un element ciclic E Deoarece f |E , rezultă că f\Faz , care contrazice definiția lui F IV Deformare Lasă EEAU Dacă o mapare continuă ft EE -> Y este omotopică la identitate, adică dacă există o mapare continuă ht EE x H -> Y astfel încât ( ) h(x, ) = x și h(x, l) = f(x), atunci spunem că mulțimea f(EE) se obține din EE printr-o deformare în Y (și anume h este această deformație) ') Teorema este valabilă și pentru m= Vezi § , X, Legea Capitolul Dacă f: SE -> E este un homotopic de retragere la maparea identităţii, atunci mulţimea f(E') se numeşte retractare de deformare a spaţiului E, iar funcţia h se numeşte deformare de retragere Teorema Fie SE și SE* două submulțimi ale lui Y, iar a doua să fie obținută din prima prin deformare Fie g^, gp Y -> S mapări continue Daca gol SE* ~ ~ gt |?r Dovada Fie f: SE SE* și /r: SE x SI ->Y mapări care satisfac condiția ( ) și astfel încât \(SE} = SE*) gjh: SE X SI -> , g]h(x, ) = £,(x) şi gth(x, V) = gjf(x), de unde rezultă că gj\ E~gjf Prin definiție, punem g* = gi I SE* Prin presupunerea ~ g', prin urmare, prin Teorema din partea I, g*f^g*J Deoarece g,f=g/f^gflSE, atunci ga | SEcagi | SE Teorema Mulțimea X(SE) poate fi deformată în vârful său (punctul ) în sine Dovada Punctele z ale mulțimii A(^) au forma z = tx, unde xQ SE și Fie h(z, u) = utx pentru și "С • Atunci maparea h este continuă și d: X( E) XI^X(SE), h(z, ) = , h(z, l) = z Teorema Orice retractare R a spațiului SE care poate fi obținut din SE cu ajutorul unei deformări este o retragere de deformare a spațiului SE Dovada În conformitate cu ipotezele, fie r: SE -> R o retragere; deci r(x) - x pentru xQR Fie f: SE -> R și h: X hărți continue astfel încât h(x, ) = x, h(x, l) = f(x) și f(SE) = R, Sa punem fh(x, t) pentru 'C t E / , = lr[h(x, - Pentru / ^/ -E este continuă, deoarece h(x, l) = r[h(x, )], și că g(x, ) = x și g(x, ) = r(x) ') Vezi Borsuk [ ] Y este o hartă continuă, atunci R' admite o deformare în f( T) Într-adevăr, f este homotopic la harta identităţii (cf itemul I (ii)) Teorema Fie f: R- -> Y o hartă continuă Dacă este o retragere de deformare Y, atunci există o mapare continuă f*: R' -> % astfel încât f* f și f*(x) = f(x) când f(x) £ Dovada Fie Ir: Y X P -> Y continuu, Ig(y, (r)) = Y, h(y, ) = r(y), unde r: /-> este o retragere Sa punem Г = rf și g(x, t) - g(F(x), t) Atunci g(x, O) = f(x) și g(x, l) = f(x) În fine, dacă f(x) £%, atunci r[fU)] = fW, te F(x) = f(x) Teorema ) Dacă Y este o retragere de vecinătate absolută și este o retragere de deformare a spațiului Y, atunci există o mapare continuă h\ YX X -> Y astfel încât h(y, ) = y, h(y, ) £ și h( y, t) = y pentru orice y£% și tțg Exemple, (i) Dacă Y = și Y = Πn (ns^N ), atunci deformarea lui JG prin J(JG) în Y poate fi definită după cum urmează: h (x, = ( - t) • x + t • f (x) (ii) Fie f(x) = x/\ x\ Atunci funcția h este o deformare de retragere a spațiului (^'' - ) pe N Retractabilitate Definiție Se spune că un spațiu YT este contractibil față de spațiul Y dacă fiecare funcție continuă f: YT -> Y este omotopică la o constantă ) Teorema Dacă spațiul Y este arc-conectat, atunci contractibilitatea spațiului Y față de spațiul Y înseamnă că orice pereche de mapări continue fQ, R' -> Y este homotopică (în Y) Într-adevăr, într-un spațiu conectat în arc, toate funcțiile constante sunt homotopice (cf Teorema , partea I) Teorema Spațiul Yx este arc-conectat dacă și numai dacă X' este contractibil față de Y și Y este arc-conectat ') Pentru dovezi, a se vedea Samelsop [I] ) Borsuk [ , p ] mier Lyusternnk și Shiirelman [ ] * Capitolul Dovada Dacă A' este contractibil în raport cu / și Y este conectat în arc, atunci fo - fa pentru fiecare pereche de mapări continue f , fa: n -* Y (comparați cu teorema ) Din homotopia f - A rezultă (cf Teorema din partea I) că există un arc care unește f cu fa în Y* Pe de altă parte, dacă Y'e este conectat arcuit, atunci f ~ fa pentru orice pereche de funcții continue f , fi'- Δ'->Y (conform Teoremei a articolului I) Prin urmare, Y' este contractibil în raport cu Y, iar Y este legat arcuit (prin teorema din partea I) Teorema Contractibilitatea spațiului # față de spațiul Y este invariantă sub retragerea # Dovada Fie r o retragere # și f: r(#) -> Y o mapare continuă Atunci fr: N-> Y, iar din moment ce M' este contractibil în raport cu Y, atunci fr ~ const Prin urmare, f este homotopic la o constantă, deoarece f(x) = fr(x) pentru x e r(A') Teorema Necontractibilitatea spațiului N față de Y este invariantă la deformarea lui N într-o submulțime Această afirmație rezultă din Teorema , punctul IV Teoremele și au următoarele corolare: Teorema ' Fie n retractarea deformației n Un spațiu H* este contractibil față de Y dacă și numai dacă spațiul H are această proprietate Teorema Dacă spațiul Y este o retragere de vecinătate absolută, atunci necontractibilitatea spațiului compact H față de Y este invariantă în mapările cu imagini inverse mici ale punctelor*) Dovada Conform Corolarului c § , VI, este suficient să arătăm că dacă n - n și dacă o hartă continuă f: n -> Y nu este omotopică la o constantă, atunci există un număr a > astfel încât pentru orice funcție continuă g: n -> satisfacerea inegalității |g(x) ~ x| Y a hărții/ Punem a = p(A\ c Ko - G) Apoi din condițiile x G A', x' G c Ko și I x - x' I ] Vezi și Aleksandrov [ , p ] Y este continuă Prin presupunere, f este constantă homotopică și, prin urmare, f este homotopică) constant Următoarele teoreme și decurg din teoremele ale articolului II și ' ale articolului III Teorema Fie Lo și Ay două mulțimi închise astfel încât proprietate OBSERVAȚIA După cum se va arăta în § , I (Teorema ), condiția dim În cazul w = nu este așa: dacă & ';) se descompune în două *) Aceasta este lungimea unei muchii a unui simplex regulat (n + )-dimensional înscris în Y o hartă continuă și f extinderea ei la o vecinătate E a lui P Deoarece mulțimile sunt compacte, rezultă că A:c:E pentru valori suficient de mari ale lui i Prin presupunere, maparea f* \ At este omotopică la o constantă; prin urmare f este, de asemenea, homotopic la o constantă, deoarece f = Г | R cu f I Dr Teorema Pentru ca un continuum conex local să fie contractibil în raport cu n, deoarece A( , în timp ce ^n-i este necontractabil pentru n') Contractibilitatea spațiilor (arbitrare) în raport cu va fi studiată în § VI Spații contractate în sine Așa vom numi orice spațiu contractabil în raport cu el însuși Teorema Fiecare spațiu contractibil în sine este legat în arc * ) Dovada Deoarece, prin presupunere, maparea identității este homotopică la o constantă, presupunem că ( ) h: X -> ' este continuu si /i(x, ) = x, h(x, ) = c Fie pfz-V Fie f(f) = h(p, t) Rezultă că / este o mapare continuă astfel încât /: DO)=p și /( ) = c Astfel, punctul c poate fi conectat la orice punct printr-un continuum conectat local și, în consecință, printr-un arc Teorema Următoarele condiții sunt echivalente: ( ) ' este contractibil în sine, ( ) 'B este deformabil la un punct, ( ) % este contractibil în raport cu orice spațiu Y, ( ) orice spațiu este contractabil în ceea ce privește &, ( ) conectate arcuit Dovada Din ( ) urmează ( ), deoarece condiția ( ) înseamnă că maparea identității (a spațiului ІC) este omotopică la o constantă Din ( ) urmează ( ) Fie f: -+Y o hartă continuă Dacă maparea h îndeplinește condițiile ( ), atunci f~f(c), deoarece maparea f/r: Mx-*?/ este continuă, fh(x, ) - f(x) și fh(x, ) = [ (Cu) Din ( ) urmează ( ) Fie f: $■ o mapare continuă Dacă funcția h îndeplinește condițiile ( ), atunci definim funcția g(t, u) = h[f(t), u], unde uțtf ') Necontractibilitate |; Pontryagin [I], [ | și [ ] ) Acesta este un caz special al teoremei Capitolul Atunci f ~ c Într-adevăr, g: continuu, g(t, O) = f(Z) și g(t, ) = c Implicațiile ( )=>( ) și ( )=Ф( ) sunt evidente În cele din urmă, relația de echivalență ( )e=( ) rezultă direct din teorema , secțiunea V și teorema Teorema Fiecare retragere absolută și fiecare mulțime A(M') este contractabilă în sine Această afirmație decurge din ( ) în virtutea teoremelor și din secțiunea IV Teorema Orice spațiu E contractabil în sine este legat în orice dimensiune n - Q, , , Dovada Conform teoremei ( ), sfera este contractabilă în raport cu T, de unde concluzia cerută urmează teorema de la punctul V VII Contractibilitatea locală Se spune că un spațiu Y este contractabil în sine într-un punct y dacă fiecărui > îi corespunde un astfel de r| > astfel încât fiecare mulțime A pentru care (/o U A) poate fi deformată în y în bila Q cu centrul ijn de rază e, adică dacă maparea identității A este homotopică cu Yo față de Q ) Se spune că un spațiu Y este contractabil local în sine dacă este contractabil în sine în fiecare punct Teorema Dacă Y este contractibil în sine în punctul y , atunci fiecărui e > îi corespunde un q > astfel încât pentru orice spațiu compact E orice mapare continuă f: E -> Y pentru care E)] Y, astfel încât (i) T(O) = r/o și Dovada Deoarece harta de identitate a mulțimii f(EE) este omotopică cu y față de bila Q cu centrul y de rază e/ , rezultă că f cx y față de Q Prin urmare, prin Teorema , elementul I ( pentru Y = Q), urmează condițiile (i) Teorema Contractibilitatea în sine în punctul yn implică o legătură locală în acest punct în toate dimensiunile n = , , , , Dovada Pentru a o demonstra, este suficient să înlocuim cu D' în teorema , ținând cont de homeomorfismul A(c 'n) = n+ ') Acest concept îi aparține lui Borsuk [ , p ] § Homotopie Contractibilitatea Teorema Orice spațiu contractibil local în sine este un (l c n-spațiu), iar fiecare spațiu care este contractibil și contractibil local în sine este un (l c n și s n)-spațiu pentru fiecare n - , , , Dovada Această afirmație decurge din teorema și teorema a articolului VI Teorema Din condiţia (Y X r)m) / rezultă că Y este contractibil local în sine Din condiția (Y X )xY rezultă că Y este contractibil și contractabil local în sine Dovada Fie y e Y și Flt /^ fie o succesiune de vecinătăți închise ale punctului y astfel încât (ii) Іітб(/ ") = P->oo Fie e> Să arătăm că pentru un n fix și suficient de mare există o deformare continuă h: Fnx -> Y a mulțimii Fn până la punctul y , astfel încât [h (Ftl X / )] u(f x(|))u U(F"X(^))U U( /X(I)) Atunci F = F czy x Pune f(y, ~) = Y pentru y e Fn și f(y, ) = î/ pentru y e Y Din aceasta, conform (ii), rezultă că f: F -> Y este continuă Deoarece (Y X )x Y, există o vecinătate deschisă G a mulțimii F și o extensie f: G->-Y a mapării f Deoarece mulțimea G este deschisă, există (cf § , IV, Teorema ) o vecinătate deschisă AND a punctului yy (în Y) și un interval închis Z = (t , ) astfel încât AND XZ c: G În plus, întrucât f este continuă, putem presupune că b[r(u xz)] / și FnaH (cf (ii)) Fie = unde y £ Fn și t £ Apoi = !>(y, !) = /•(//, ) = ?/ , Capitolul Ig: I:pX^G/-> Y continuu si [/i(F"XJ)] = [f(FnX, ")] Y, astfel încât f(r/, ) - Y și νiA ) = Yo>, ceea ce implică contractibilitatea lui Y ( cf VI ( )) Din aceasta rezultă următoarele Teorema Fiecare retractare de vecinătate absolută este contractabilă în sine local, iar fiecare retractare absolută este contractabilă și contractabilă local în sine') Pentru spațiile cu dimensiuni finite, următoarele teoreme sunt inverse teoremelor și Teorema Fie dim /=/r Următoarele condiții sunt echivalente" ( ) Y este un (l s n -^-spațiu; ( ) (Y X &)gv; ( ) Y este contractabil local în sine", ( ) Y este un retract de vecinătate absolut În mod similar, următoarele condiții sunt echivalente ( ') Y - (l s n + și s n + ^-spațiu; ( ') (Y X P)xY; ( ') Y este contractibil și contractabil local în sine; ( ') Y este o retragere absolută Dovada ( )= ( ) Din condiția ( ) și inegalitatea dim( / X H) r închis Mulțimea Φ este o componentă a spațiului Yc dacă și numai dacă Φ\C este o componentă a spațiului Yc pentru fiecare CțC( 'l') Dovada În virtutea teoremei , rămâne de arătat că această condiție este suficientă Fie DF și Γ o componentă a lui f în /r și fie C G Γ' o mulțime compactă Să arătăm că Ф = Г Conform Corolarul a al § , III, este suficient să arătăm că Ф IC = Г I С Dar seturile Ф | C și Γ|C sunt componentele lui /c (prima prin presupunere și cea din urmă prin teorema ), și ambele conțin f|C Prin urmare, se potrivesc Teorema Cvasi-componente, spațiile Yx sunt conectate și deci coincid cu componentele lor Dovada Fie f și ft două elemente din Yx, fie Γ o componentă a lui f și trebuie să arătăm că nu aparține cvasi-componentei f , adică există o mulțime clopen Φc θ astfel încât § Homotopie Contractibilitatea Deoarece ft > T, prin Teorema există o mulţime compactă C c: R' astfel încât (A |C)(E(T |C) Ф = p-'(Г|С), adică [(НС) (Г |С)] Atunci /() £ Φ și A(£ φ Mai mult, Φ este clopen în /', deoarece pc este continuu și Γ [C (prin teorema ) este o componentă a spațiului conex local Vc și, în consecință, un clopen subset al acestui spațiu IX Spațiul a ( ^) componente ale spațiului Yx Notăm (cf § , Va) cu ( /r) spațiul de împărțire a spațiului Yx în cvasi-componente (deci, prin Teorema , itemul VIII, în componente) Aceasta înseamnă că c; ( /r) este deschis în G( /r) dacă și numai dacă S (adică uniunea componentelor aparținând lui ) este deschisă în Yx Notăm cu P(f) componenta lui f în Yx Prin urmare, P este proiecția (naturală) a spațiului Yx pe ( )- În cele din urmă, punem /?C(T) = Γ|C pentru Γ £(S( /r) Prin teorema și VIII avem (Γ|C) £ S(Vc) În consecință, Rc: ( /*)-^ ( /c) și R: -> P(r) (Us), unde I (G) = {Este (G)} Teorema Diagrama Ux > (s/g) Rc Rc - Ve- comutativ Prin urmare, Rc este continuu și, prin urmare, R este și continuu Dovada Fie și f £ Γ £ ( ( /D, adică Γ = P(f) Atunci Rc [P (f)] = P(f) [C =~ Γ |C, și prin teorema I n I Γ|C este o componentă a lui f\C în V Prin urmare, r|C = Qctf|C)-Qc[pc(f)] Capitolul Aceasta completează demonstrația comutativității diagramei Continuitatea lui Rc rezultă din teorema din § , XV în virtutea continuității reciproce a lui P și a continuității lui Qc°pc (prin Teorema din § , III, pc este continuă) Teorema Dacă spațiul & este compact, atunci spațiul ( /c) este discret Într-adevăr, elementele spațiului S(Yx) sunt mulțimi deschise-închise (prin Teorema și VIII) Teorema Fie cu K( PS(Ve) este homeomorfismul necesar al spațiului K( /?) în limita indicată a spectrului invers Dovada Să prescurăm această limită cu V Trebuie mai întâi să arătăm că ( ) HeS( L =>/?(G)e Prin definiție, R(r) = {Rc(r)} Prin urmare, pentru a demonstra ( ), este suficient să arătăm că $c C [Jac (G)] = /?Co(G) Dar asta înseamnă că ( ) (GSS)=[/?(G)C^( )] pentru fiecare Se spune că n#= este un element de ordin finit (de ordin nr) dacă există un întreg m > astfel încât m · a = O submulțime a lui X se numește subgrup dacă împreună cu elementele a și b conține a + b și dacă împreună cu fiecare element a conține -a Prin urmare, orice subgrup conține ; în special, poate consta doar din zero ■) Acest element este numit elementul neutru al grupului În paragrafele I-VIII, zero va desemna peste tot elementul neutru a) Operația de grup (numită compunere) se notează aici cu + Uneori este mai convenabil să ne gândim la compoziție ca la o înmulțire; în acest caz, este înlocuit cu , iar în loc de -a se scrie : a (și, prin urmare, în loc de a - b se scrie a : &) Aici prin "grup" vom înțelege întotdeauna un grup comutativ § Grupuri &x și (r)o { } Definiție Dacă grupul are o topologie în raport cu care operațiile a + b și -a sunt continue, atunci se numește grup topologic II Omomorfism Izomorfism Fie și Y~ două grupuri Să atribuim fiecărui element x din ? elementul h(x) din Y Corespondenţa h se numeşte homomorfism (sau operaţie aditivă) dacă h(a + b) = h(a) + h(b) Apoi A( )=* și /r(-a) = -/r(a), deoarece /r ( ) = /r ( + ) = /r ( ) + /r ( ) și = * h ( ) - h (a ~ a) = = h (a) + h ( -A) Mai mult, h( ) este un subgrup al grupului Y, iar dacă G este un subgrup al lui Y, atunci /r (g) este un subgrup al Grupul /r- ( ) se numește nucleul homomorfism h Omomorfismul h sub care relația h(a) + h(b) = h(c) presupune că a + b = c, cu alte cuvinte, sub care [a + b = c] s (h (a) + h (b) = h (c)), se numește izomorfism între și Ir( ') Pentru ca un homomorfism să fie un izomorfism, este necesar și suficient ca acesta să fie unul la unu, adică nucleul său să fie redus la elementul (deci, egalitatea h(x) = Q implică egalitatea x = ) Din punct de vedere teoretic al grupului, două grupuri izomorfe nu se pot distinge (în același mod în care două spații homeomorfe nu pot fi distinse din punct de vedere topologic) În acest caz, vom scrie -U "G III Grupuri de factori Dacă G este un subgrup al grupului , atunci relația a ~ b mod G înseamnă că (a - b) ⊂ În special, (a~ mod G)^(a £ G) Este uşor de verificat că relaţia a~b mod G este reflexivă, simetrică şi tranzitivă Astfel, dacă presupunem că două elemente a și b aparțin aceleiași mulțimi dacă și numai dacă a ~ mod G, atunci grupul va fi împărțit în submulțimi disjunse pe perechi Familia acestor mulțimi se numește grupul de factori /G', compoziția elementelor grupului de factori este definită astfel: C este suma * Capitolul (, ~) seturi A și B, C = AA-B dacă c~a + bmodG pentru orice a £ A, b £ B, c £ C Este ușor de observat că în acest caz ^/G este un grup comutativ, iar G este elementul său neutru; îl vom desemna şi prin simbolul O Este clar că ( ) W^( ), ( ) ^/( ) = ^ TEOREMA care atribuie fiecărui element x al lui E un element P(x) al lui lG astfel încât x e P(x) să fie un homomorfism pe PIG In afara de asta, ( ) [x ~ xf mod G]^[P(x) = P(x')], ( ) P (O) = G, ( ) [x~ mod ] = [P(x) = O] Teorema Dacă A este un grup astfel încât GC AC T, atunci A = A- (A/G), de unde P(A) = A/G Următoarea teoremă este inversa teoremei Teorema Dacă Ir V > h[/l'}~ este un homomorfism, atunci grupele b( x'} și J? ^ ( ) sunt izomorfe ( ) /rC^-AV/r-CO), iar grupul de coeficient A'lh~x( } coincide cu familia de imagini inverse ale punctelor sub maparea Іі (adică cu familia de mulțimi h~l(y), unde y trece prin grupul h( E)) Dovada Maparea /r- : /r(LL) ( ) este tocmai izomorfismul care este exprimat prin relația ( ) Într-adevăr, este unu-la-unu și este un homomorfism, deoarece din relațiile хі С și х £ Іі-' (y ) rezultă că (xj + x ) £/r | (yt + y } Teorema Dacă h: E -> h('i'} este un homomorfism şi A este un grup astfel încât i~'(b) cz A c: A', atunci A = ILIII(A) Dovada Fie F(x) = h~'h(x} și G = /Γ'( ) Conform teoremei , F(A) = A/G, deci F(a} C A pentru un C A și, prin urmare, /r /r(L) = U IG'ii(a) = U T(") = L, ft Grupuri și ( '?') Teorema Fie y și y două grupuri, fie Λc Γ și Β * (Y/B) (indusă de maparea h) nu depinde de definiția operației e: (RyA)-+H' și este un homomorfism asupra O mapare AND este un izomorfism dacă, în plus, (iv) x~ mod/l decurge din /z(x)~ modfi (adică h~l(B)cA\ Dovada În conformitate cu teorema , fie y £ P(y) £ YIB și [y~y'\ (F(y) = /='(/)]*) De aici rezultă că H(X) = Γ{h[e(X)]} Pentru a arăta că u este independent de e, să presupunem că e'(X) e X Trebuie să arătăm că /-{A[e(-M)]} = -{/rGe'(X)]}- Dar din moment ce e(X)~e'(X), rezultă că e(X) - e'(X)~ , de unde f[e(X)-e'(X)]~ , conform (i ) Deoarece h [e (X) - e'(X)] ~ ~ h [e (X)] - h [ M, astfel încât Y = H(X) Într-adevăr, fie y £ Y, atunci Y = F(y) Fie (cf (iii)) y~A(x), unde x e X Atunci x~ A ( W') este un homomorfism, atunci h(A) = h(A) pentru orice Ac^, Aceasta rezultă direct din teorema , deoarece h(mi • tzi + + mn- a ") = h(ml • a,) + ■■ + h(mn ■ an) = m, • h (aj + + mn ■ h (an) Teorema Dacă A și B sunt două grupuri, atunci AVV/A P V = (A/APV) și (V/APV) Dovada În conformitate cu teorema , punctul III, fie E: D U B -> A U B/L P B un homomorfism natural Apoi (comparați cu teorema , elementul III și teorema ) lcd/l n in ^f(ÂÎjb) = fîăâTb) = = F ( )UF(S) = (LMPW) și (WMPW) Teorema Dacă A U B este o sumă directă a grupelor A și B, atunci ( ) Ive/A = B Dovada Există (cf Teorema ) funcții g și h astfel încât g- Â\JB-*A, h: A\dB->B Capitolul ȘI x = g(x) + h(x) pentru toate χ e A )B Deoarece h este un homomorfism și deoarece A ( ) = A, atunci, conform teoremei și III, obținem relația ( ) (dacă X este înlocuit cu LCV) V Independență liniară, rang, bază O submulțime A a unui grup ii' se numește liniar independentă dacă pentru orice sistem finit , un element din A egalitatea m-i • a{ + + mp-ap = cu coeficienți întregi m , mn are loc dacă și numai dacă W\ \u d \u d mn \u d Elementele unei submulțimi liniar independente se mai numesc și liniar independente Numărul maxim de elemente liniar independente din NOT, dacă există, se numește rangul iE; dacă un astfel de număr nu există, atunci spunem că ^■ este un grup de rang infinit Deci, de exemplu, grupul & de numere întregi are rangul , grupul de numere întregi complexe are rangul , grupul • • •] pentru x = pii-ai +m -a + Atunci f este izomorfismul dorit § Teorema Dacă h : -E -> f(JE) este un homomorfism, atunci rangul E = rangul A~'( ) + rangul h( T)}) Dovada Fie a, , ak un sistem liniar independent de elemente în h~ ( ), și fie h(ak+l), h(an) un sistem liniar independent de elemente în h(E) Să arătăm că elementele a, ak, ak+i, , an sunt liniar independente Să ne prefacem că ( ) pі\ • ax + + shk ■ ak + + wp • an = Deoarece (m/ •(/, + + /pk • ak) £ /r"' ( ), atunci h(nii • R| + , + w • ak) = ; prin urmare (cf ( )), mk+l ■ h (ak+d + + w • L (ap) = , de unde rezultă că m/r+ - =/nn = Astfel (cf ( )), ish • "! + + gpk • ak = , deci pc - = ipk - Astfel, a fost stabilită independența liniară a sistemului (czb an) De aici rezultă că rang E rang h~l ( ) + rang A ( 'r) Pentru a demonstra inegalitatea inversă, putem presupune că rândurile grupurilor h~l( ) și A( W') sunt finite Lăsa ( ) rangul h~l ( ) = k, ( ) rangul h ( E) ~n - Ir Trebuie să arătăm că rangul de zero că ( ) O • Pi + • ■ • + Gh • An-i = În primul rând, arătăm că fiecare element x^ E are următoarea formă: ( ) m • x - ut • + mn'an, unde m = ^ ) miercuri Aleksandrov și Hopf [ , p ] și Aleksandrov [ , p ] Capitolul Grupuri și ÎJÎ (JZT) Deoarece elementele h(ak+l), h(an) sunt liniar independente, condiția ( ) presupune existența unui sistem de numere întregi s, sA+i, sk+ , , sn astfel încât s • h(x)~ sk+l • k(ak+ ) - - sn • h (an) = și s=^ Aceasta implică faptul că sx - sk+lak+i - - snan apartine lui /r~'( ); prin urmare, conform ( ), există un astfel de sistem de numere întregi m gga tp ce m (sx - sk+iak+i - - snan) = w, + + deci Mai mult, atunci^ , deoarece elementele aIt , ak sunt liniar independente Sa punem m = mos, mk+i^ mosk+i, mn = mosn Atunci condiția ( ) este îndeplinită De aici rezultă că fiecărui p/ (unde / = , , m + ) îi corespunde un sistem de numere întregi m/, nr/, , nr/ astfel încât ( ) mlpl = mlal + +typem Și ( ) rai/^ Fie c , cn+ un sistem de soluții întregi (care nu sunt toate egale cu zero) de n ecuații omogene m{ X\ + + mn+ , iXn+i = , i = , ha, adică n+ ( ) tcs, = , unde i = , , ha /=i Fie Γ/ = Cjiij, j = , ra + Atunci (cf ( ) și ( )) l+ "+ l+ ti p rt + G / R / \u d C / t / R / \u d C / pgcai \u d "// C / \u d /-І /=і /=і / = і i-і /=і Mai mult, conform ( ), cel puțin unul dintre numerele Г/=# Teorema Dacă G este un subgrup al grupului £E, atunci rangul lui R' este rangul lui G + rangul lui (J^'/G) Aceasta rezultă din Teorema în combinație cu formula ( ) din Secțiunea III Teorema Dacă A \ J B este o sumă directă a grupelor A și B, atunci rang Liv = rang L + rang B Aceasta rezultă din teorema și teorema de la punctul IV § Grupurile &x şi B VI Independență liniară mod G Fie G un subgrup O submulțime A a unei mulțimi se numește liniar independentă mod G dacă pentru orice sistem finit a , aL elemente A din relația t a + + tmap ~ mod G rezultă că iu = = mn = Dacă x~m a + + mnart, unde a ( an e A, pentru fiecare element x al lui M, atunci A se numește mulțimea generatoarelor grupului M mod G Dacă această mulțime A este, în plus, liniar independentă în modG, atunci se numește o bază a grupului în modG Fie P funcția considerată în Teorema , Secțiunea III Conform formulei ( ) de la punctul III, mulțimea A este liniar independentă dacă și numai dacă familia P(A) (adică familia elementelor P(a) din grupul de coeficient Π/G, unde a e A) este liniar independent Astfel, sunt valabile următoarele relații de echivalență: {D este baza modului W' G} {P(D) este baza lui I'YU}, {D este setul de generatoare ale unui mod de grup G} = {P(D) este mulțimea generatoarelor &IG} Rangul grupului &/G este egal cu numărul maxim de elemente ale grupului / care sunt liniar independente mod G VII produse carteziene Fie și Y două grupuri; produsul lor cartezian =^'X / devine un grup dacă compoziția este definită după cum urmează: ( ) (x, y) + (x', y') = (x + x', y + /) Prin urmare, ( , ) este un element neutru al grupului și ( ) - (x, "/) = (- x, - y), m - (x, y) * = (nx, ty) Proiecția h: determinată de condiția /i(x, y) = x, este un homomorfism asupra Este evident că ( ) ^X( )=T, ( )XY = Y, ( ) Eu? X Y = JT X ( ) U ( ) X Y Grupul X Y este suma directă a grupurilor X ( ) și ( ) X Y, iar prin teorema a articolului V avem ( ) rang {R' X /') = rang + rang Y Capitolul Dacă f: X-*f(X) și g: Yg(Y) sunt homomorfisme, atunci funcția h\ XX Y *(X) X g( ) este definită de condiția f(x, y) = I (x )> S(*/)]> este un homomorfism pe Dacă A și B sunt subgrupuri ale lui X și respectiv Y, atunci ( ) (XX Y)CA X B) = ( / ) X (U/V) Într-adevăr, dacă F este un homomorfism care atribuie fiecărui x e X un element F(x) din XIA astfel încât x e E(x) și dacă G este un homomorfism definit în mod similar astfel încât Y G(y) C Y/B, atunci punem H(x, y) = [F(x), G(z/)] Harta H: XxY-+(X/A)x(YIB) este un homomorfism pe, iar AxB~ nucleul său De aici, pe baza Teoremei , secțiunea III, obținem relația ( ) În special (cf ( ) și alineatele ( ) și ( )), ( ) (XXY)/X = Y (identificăm grupul XX ( ) cu X) Afirmațiile de mai sus referitoare la produsul a două grupe XX Y pot fi extinse cu ușurință la produsele generalizate = Π Xt, unde Xt este un grup (abelian) și Γ este t e T set arbitrar Și anume, setăm pentru fiecare pereche J => {& și ? = (ț> elemente + v=" {^ + unde t e T Apoi devine un grup (abelian) În plus, dacă fiecare grup Xt este un grup topologic, atunci este și un grup topologic Acum să presupunem că T este o mulțime direcționată, { gr este spectrul invers, Xt este un grup (pentru fiecare tț T), iar f>t: X^->Xtt~ este un homomorfism (pentru ^ °= Lim {Xt, plat] I, Ir Teorema X^ este un subgrup al grupului f~IXt t În plus, dacă fiecare Xt este un grup topologic, atunci X^ este și un grup topologic Dovada Fie w = J + ț), unde j, 'Qț X^ Să arătăm că ftd (>"*') = W/o Într-adevăr, /",("'') " lUl + F = f, , + fu, ("■') - i'- + "'• - A doua parte a afirmației teoremei este o consecință evidentă a faptului că Π Xt este un grup topologic USD Grtsppy și (r)o ( #G) Adăugăm o altă afirmație (care este ușor de dovedit) analogă Corolarului a § , VI: Teorema Fie, ca mai sus, } și {Y(, g, ) doi spectre inverse ale grupurilor', să presupunem că h asociază cu fiecare t e T maparea hp cl't-> yt în așa fel încât diagrama CHI k, 'i' 'j' Fie /r^: Yn o mapare astfel încât h oo rt-"oo Fie lim xn = x Apoi da->oo lim й"(xl) = lim [f"(x") + j?"(xn)]- P-> oo oo ■= Hm fn(xn)+ lim gn(xn)~f(x) + g(x) = h(x), tl->oo tt -> oo prin urmare, ІітЛп = Л Capitolul Fie A o submulţime fixă a lui ■£'; sa punem ( ) W-f I- Astfel, operația £ atribuie fiecărui element un element din grupa /A și anume restricția f | A Prin urmare, dacă Φ este o submulțime a lui Yx, atunci (cf § , I) ( ) £(Ф) = Ф|Л Teorema Operaţia £ este un homomorfism' ( ) W + + Prin urmare, următoarele sunt adevărate Teorema Dacă Φ este un subgrup al lui Yx, atunci Φ | A - subgrupa UA În special, funcțiile continue g: A -> / având extensii (continue) pentru a forma un subgrup al grupului YA (și anume, subgrupul YX[A) Sa punem ( ) A(A) = r ( ), adică A(A)"E[/E^][/(A) = ( )] f Din ( ) și Teorema , partea III, urmează următoarele Teorema Dacă Φ este un subgrup Vx, atunci F/A(L) = F|L Teorema Dacă Φ( și Φ sunt două subgrupe Yx astfel încât A(A) cu Φ, cz φ , atunci F /F = (F M)/(F ІL) Aceasta rezultă din Teorema în combinație cu Teorema , Secțiunea III (unde A este înlocuit cu A(A)) Teorema Fie f: -> Z o mapare continuă a SE pe Z Dacă Φ este un subgrup Yx format din funcții complexe gf, unde g: Z -> y sunt funcții continue, atunci ( ) ^ = Ф, ( ) UgIY = + este constantă Teorema de mai jos este o generalizare a teoremei Teorema Fie Fo, , Fn~ un sistem de mulţimi nevide, neintersectante, închise, astfel încât EE - F [J I)Fn Sistemul de funcţii caracteristice dlt , dn ale mulţimilor Fi, , Fn este liniar independent mod r^e Bo, •••, Fn sunt multimi nevide clopen astfel incat pentru fiecare pereche de indici distincti I, r exista un indice k astfel incat dk(Fs) • dk(Fr) = Dovada Să demonstrăm mai întâi următoarea lemă (teoretică a mulțimii) Fie Do, ^n un sistem de m + puncte distincte ale produsului cartezian A - A(|) X X A(/,) Apoi L \u d Voi U B, ", unde (i) kt Ві pentru i = pg, (ii) pentru fiecare pereche de indici diferiți /, r există un număr k astfel încât s/r) П В((r) - , unde X(, І) denotă proiecția lui X pe axa A(A) Să folosim inducția Pentru u = punem B^ - L Pentru n - si m > punem B; ~h, dacă i Deoarece punctele vi, , y, n sunt distincte, putem presupune că există un indice j ], iar condiția (ii) este îndeplinită (dacă B este înlocuit cu C) Fie B^Cj^'x LIH X A("' pentru i>j Mulțimile B, sunt cele dorite Într-adevăr, dacă I, sau dacă I, r>j, atunci condiția (ii) este îndeplinită de în virtutea definiției mulțimilor B;(r^C/) și C'(-(/>/) Dacă f• D o hartă continuă ale cărei imagini inverse ale punctelor sunt componentele spațiului ^ (cf § , VI, Teorema ) Ținând cont de VIII, ( ), arătăm că fiecărui d£$v îi corespunde o funcție astfel încât d(x) = gf(x) Fie "[, nk valorile funcției d Punem Ft - d~] (fx), unde = , , /? Apoi seturile F; nu se intersectează, deschis-închis și ,(r)' = F|U UF,; Astfel, fiecare componentă C a spațiului F' este conținută într-o singură mulțime /f Punem g(C)~ni Atunci gf (x) ~ d(x) pentru x e C, iar f(F;) este închis, rezultă din identitatea g ~ l (nt) = f (FD) că funcția g este continuă X Teoreme de aditivitate Fie "F = Do și A{, și fie Do și A] două seturi închise sau două mulțimi deschise Sa punem CDL, D) I(Lp/ vl' I(L)PL); aceasta înseamnă (cf IV, Teorema ) că d(x)~ - da(x) - dt(x) pentru fiecare χ £ Δ Γ) A*) În consecință, CDDP, A) este un subgrup al grupului a?A"PAi și (r) (D , / = CDL, D)/°^ Și l (Do, D() = rang (r)o(L, / - Teorema Dacă D() este conectat, atunci CDL), A) = Într-adevăr, din moment ce Do este conectat, atunci ^ cdop D =^|(LL D = ^ Corolarul Dacă Do și D, sunt conectate, atunci CDD , D = o(Do, /Іi) se reduce la un element neutru ') cf Kuratovsky și Eilenberg [ ] Legea Capitolul TEOREMA Fie Ρ Ρ η Λ δ δ, unde i = , Dacă mulțimile Lo și Ai sunt legate între punctele pn și pit, în timp ce Λ η Δ nu este conectată între ele, atunci Ѳ (A , A )=# ^ LOPL' Dovada Prin presupunere, există o mulțime F deschis-închis în LoP L astfel încât ( ) Po£F și Pi C LoP Ay - F Fie r ^ ^ LoPl' determinat de următoarele condiții: ( ) d(F) = și rі(A PL -P= - Dacă d£& (A , Li), atunci rі = D|(L P D)~D І(LPD) și Prin urmare, în special, d(p } = d (p )-di(pa) și d(Pi) = d (Pi) - di(pi), și prin urmare (conform ( ) și ( )), do(po)-di(po) = Q și do(pi)-di(pi)=\ Prin urmare, fie D(po) = # d (p ), fie d{ (p ) = # dt (p ), și prin urmare fie Lo, fie L! neconectat între p și pP Definiție Fie Π (A , λ!) un subgrup al grupului φη" il', format din funcții care sunt constante pe λ și λP Setăm Fo(D, L|) = P (L , L, W Po(Ao, A^rank φ (A , D)- Este ușor de demonstrat următoarele afirmații: TEOREMA Dacă fie A PL!=# , fie Lo = O, fie Ai = , atunci Π (Ao, A|) = ^? și, prin urmare, Po(A , A^O TEOREMA Dacă LoP Ai = și Lo=#O=#A|, atunci P (A , A^ = X &A' format din perechi d , d{ astfel încât dQ |(A P A;) - D I(Ao P D) = const jȘ Grupuri și (r)o (J Sa punem ^o( q, Li) = Lo(/ o > A)/"? > Zo(^o > A[) = rang Vo(Lo, Li) Teorema X ^'MoMo A) ^(r) o(Ai A) = ^ (r)o(A) X "oSTI Shlo, L]) Teorema ) + ^o(Li) = c?o(Ao, Li) + /o(A, A)> bo(AU λ^ =/o(Lo, λ ) + po(^o, i); afirmația noastră se obține prin însumarea acestor egalități (pentru f (A , n o(Aq U Li) + do(Ao, A^ = bo(Ao) + bo(Li) Teorema = O și Lo=#O=#L ( atunci MAU Li) " bo(Ao) + bo(A,) + * Capitolul Într-adevăr, în acest din urmă caz ci (La, li)=" și p (A , / i)= - Aceste formule vă permit să calculați numărul de componente ale uniunii a două seturi închise sau două seturi deschise XI Conectivitate între seturi ') Sa punem (Z, J) = f|^ZUf \z, unde F trece prin familia tuturor mulțimilor F = F^ T Cu alte cuvinte, funcția / £ aparține mulțimii (Z, R) dacă are o extensie pentru fiecare F=F=# I' Teorema Dacă R este legat ireductibil între mulţimile disjunctive deschise-închise A şi B şi dacă funcţia f: A[)B-*-o? ia valoarea pe A și pe B, apoi fE^(A[)B, ?') Într-adevăr, dacă F este închis și distinct de JG, atunci mulțimea FU A U B nu este conectată între A și B Atunci, prin Teorema din § , IV, există o extensie f/,(~a?F[iAU Teorema Dacă R' este legat între A = A și B = Rt și dacă f £ E(A(JB, R') și f(A) A f(B) = , atunci spațiul R este legat ireductibil între A și B Dovada Să presupunem că F"F =# yG și fc=fE^UOC Deoarece f (A)Qf (B)"f (A)P f (B) = , atunci mulțimea B U Liv nu este legată între A și B, conform § , IV, Teorema TEOREMA Fie R = A II A, iar Ao și Ai să fie două mulțimi închise conectate Sa punem ( ) / = (lopl , lj) Pentru ca să existe un sistem de mulţimi Fo, , Fn (p > ) astfel încât ( ) Fc ^ BoII ••• uDr, Fic = Fk, Fi^Fr^Q pentru l=£r, (ii) A/(y=O, ) este legată ireductibil între Fk și / * - , - Vl pentru k - , , n, este necesar și suficient ca ( ) rangul [( P i)/^] > n Dovada Fie primul Fn sistemul stabilește condițiile (i) și (ii) Potrivit lui theo *) Mier Kuratovsky [ ] Grupuri și Amintiți-vă la § , IV, Fk = # Fie dk o funcție aparținând i e ( ) f (x) = e l r W pentru x C Miezul acestui homomorfism este grupul *) Principalele teoreme ale § sunt cuprinse în disertația lui Eilenberg [ ] Capitolul Este ușor să stabiliți următoarele afirmații: Teorema Dacă f(x)=* ef(x) = ef(x) și | φ(x) - φ(x) | w, unde φE^- Fie k = φ(xo) - ω, atunci /r este un număr întreg Este suficient să punem φ(x) = φ(x) - k Cometariu Fie EE planul c?* fără Operația e: cf *#' definită de condiția ( ) pentru / E ^ > este un homomorfism continuu al grupului (aditiv) x, format din elemente ale grupului eEx de forma ( ) Prin urmare, acest subgrup este format din acele funcții al căror logaritm are o singură ramură continuă Funcția l/f(x) este această ramură a logaritmului Teoremele şi sunt formulate pentru grupurile ef şi EE, dar este uşor de observat că ele pot fi aplicate grupelor şi EE ■) II Grupa G(A) Fie Asd^G În conformitate cu notaţia § , III, prin "f ~ mod M'(A)" vom înţelege că /E & (f: E-+S?) există două mulțimi deschise Ao și Ah astfel încât f\ Aj~\ pentru j = , și A = Ao U Ar Dovada Fie Do și D să fie semicercuri, respectiv, cu abscise pozitive și negative; atunci este suficient să punem A/ = f~' ( şi ϕE"?Р, în consecinţă prin teorema Tietze (§ , IV) Rămâne doar să punem /* = e(I* Teorema Г(А) =■ UГ(Д), unde G se desfășoară pe o familie de mulțimi deschise care conțin A Cu alte cuvinte, pentru fiecare f e F(A) există o mulțime deschisă G astfel încât ( ) AcG și f e F(G) Capitolul În primul rând, luăm în considerare cazul când A constă dintr-un punct a, și anume, stabilim următoarea afirmație: Teorema Fie f: X -> FD o funcție continuă Pentru fiecare punct a e A' există o mulţime deschisă Ga astfel încât a e Ga şi f\G(l~\ Dovada Fie // un plan cu o rază ejectată care începe la și nu trece prin a Este suficient (comparați cu teorema ) să puneți G = f~l(H) Demonstrarea teoremei Fie ( ) /IcJ, f\A = ev și În virtutea teoremei , pentru fiecare punct a A există o mulțime deschisă Ga și o funcție continuă "φ": astfel Ce ( ) "EG(l, f(x) = el, (x) pentru x(~Ga ' A și (comparați cu ( ) și cu Teorema , itemul I) ( ) fv(a) = f(a) Reducând, dacă este necesar, mulțimea Ga, putem presupune că ( ) I φφ(x) - x\>a(a) I )| |( ) = TEOREMA Grupul DDD') nu conţine elemente de ordin finit (nu are "torsiune") Cu alte cuvinte, dacă fn~ și nY > , atunci /~ Dovada Lăsa (x) = e ltZ,f unde ao = și an = , astfel încât pentru Xr - , , n avem deci f(x) = e al(fkw pentru ak i^ x^ ak (unde , de unde f~l TEOREMA Mai precis, maparea identității formează o bază mod Rm(c^) Cu alte cuvinte, (i) xf pe PP, (ii) pentru orice funcție continuă f: £P-+eP există un număr întreg n (și anume, incrementul logaritmului său) și o funcție continuă cf este o funcție continuă Dar apoi, prin teorema a articolului I, ar rezulta de aici (deoarece A este legat) că a(x) = p(x) + *n pentru x e A, iar funcția (x) + *n ar fi o extensie continuă a a(x) la întreg cercul PP Acum luați în considerare afirmația (ii) Deoarece f(e nlt) este definit pentru fiecare , prin teorema ( ) - unde φ; continuu În consecință, diferența φ( ) - φ( ) este un număr întreg; lăsa ( ) n = φ( )-φ( ) Să punem în corespondenţă cu fiecare Punct x£ PP punctul ( ) y = φ(/)-n/ $ Grupuri &x și D ) = ^|(DoPL )u^l' (DoPL ) TEOREMA Fiecărei funcţii continue -> A este o funcție continuă Folosind notația teoremei , setăm dacă x C Înainte, fo(x) = \ , A\ Atunci fj(x) - e ^, unde j - Q, , legat prin relația j = Q, Dovada Prin presupunere (pentru x £ DPA) /o(x): A(x) = cG, și prin teorema • φ(x) = φ (x)-φ (x), unde φ: Aj->& Tinand cont de identitate [/o(x) • e astfel încât f~l are forma f(x) = fi(x): f (x), unde fp Aj-x^ , j = , funcții sacadate Dovada Prin presupunere și prin Teorema , avem f~e,(, funcția φ: ( Π ->Φ este continuă, φ(x) = φAx) - - φ(x) și φ: Aj -* astfel încât f\Aj - e j Mai mult, dacă ^' sunt continue, φ asociem două funcții continue q)dj:j = O, , astfel încât (D >d,j - Aj-*& și φj, i(x)-φi, (x) = rі(x) pentru x ^ LoLp Fie hd o funcție continuă astfel încât (cf Teorema ) ( ) hd (Loi și hd\Aj~e!(d fi^,l Apoi (i) t (A , Ai) = /T pT (Loi Ai)] (de ex hd~\ dacă și numai dacă ( ) сіх = di(x) - d (x) pentru х ^ LoLD si df A]-+& sunt continue), (ii) hM'~hd•hd', (iii) pentru fiecare / C r (Ao) r r (A i) există un d astfel încât f~hd Dovada Lasă hd~l Atunci hd = e^ iar maparea φ: U Ai -► & este continuă Funcțiile d} = φii j - φ, / = , , satisfac condiția ( ), deoarece echa, G* = e'O, / : eF = • În schimb, să presupunem că sunt îndeplinite condițiile ( ) și că (conform teoremei ) maparea hd' (LoL Li)-*^ este continuu si h'd\Aj = edj Deoarece e,/y = şi hd~hd (prin Teorema ), rezultă că /r /-~ În consecinţă, s-a stabilit relaţia (i) Fie Fu+A /"f^/ + , şi astfel, conform ( ), obţinem (ii) Lasă (Ai) Să presupunem că NL; = φ/, Φ/ sunt continue și d = φ] - φ De aici rezultă că d: (θ ↦ Di) este o funcție continuă În consecință, condițiile ( ) și ( ) ale teoremei implică faptul că f ~ hd V Relaţiile dintre grupurile de factori Fie Lo și At două mulțimi închise sau două deschise astfel încât = = Lo U A (ca la punctul IV) Luați în considerare următoarele grupuri (corespunzător grupurilor studiate în § , X): ( ) Π (Ao, Ai) = E (f ^ AiA) a\Aj~ , j = o, ) = T(Ao) P G(Ai); G ( ) Λ ^ Ηο, Λj) = j = , OOoMoPL-MLoPLj); fo f, ( ) >i(A , A ) = Ѳ,(Ao, Ai)/T^(Ao, Xi); ( ) W, L ) = P (Lo, L )/W^(Lo, L ); ( ) " (Lo, Li)"A,(L , Li)/[H'(Lo)XH'(L )] Următoarele trei teoreme de izomorfism* sunt valabile: Teorema ^X^/A^Ao, A ) = T)I(Ao, LO-^Wx Mlmio, Ai), gr gr Teorema ^ wt/n^A , A ) = d (Ao, a ) = az (loil(Ao, A!) gr gr Teorema cf astfel încât φ|λ = φo și φ I Ai = φ| + ti Deoarece ££ A sunt funcții continue Putem presupune că φ (x ) = φi (*o ) = φ (* g U C* u \u d e, |, ( Deoarece mulțimea Sk este conexă, există două numere întregi ak și bk astfel încât ( ) ipfc + (x) - F*-! (x) = ak și φA + (x)-φ (x) = bk pentru x e Sk Lăsa d - $o ~ C] $ ȘI b ~ + ^ + ^ > definim numere întregi m și j astfel încât ( ) ma + jb = și | t | + | j | =# Lăsa Xo(*) = / r rf astfel încât ( ) XI Ck U Sk+ = Х'е-І- Prin urmare / " , q ~ ; de fapt Gig, Într-adevăr, fie x £ Sk U Sk+ Pe baza ( ) și ( ) avem r'(x) • q/(x) = ] w (X) Cometariu Teoremele și admit următoarea generalizare ') Fie L' = / () U U ,- Punem Sk = Ak și U U Ak + " (subindicele sunt date mod p) Dacă mulțimile Co, , Сl i sunt conectate, atunci sunt valabile următoarele afirmații: Teorema ' Fie f: ,i" -" o funcție continuă Dacă C L LC " i=# și dacă în A/i + іІІ uL;g|"h pentru k - Q, , , n - , apoi f ~ în I- ') Vezi Kuratovsky [ ] pentru dovadă f Gpt/pps și Teorema ' Fie f, g: A' -> & funcții continue Dacă /~ și £~ în *ціі •·• LMfc+ni, atunci există două numere întregi m și j care nu dispar simultan și sunt acelea fm ■ g' ~ în A' Teorema Dacă C este conex, atunci PG (forță-) \u d G (C), adică (presupunând C - :E} dacă f: U-> eY este o funcție continuă, / IC ~ și /' Φ a funcției φ (cf § , I, Teorema ); dar atunci f = OO f(x) = lim (xn) = lim ef(xn) = c',,,(x), deci f~l fl -> oo G -> oo Pe de altă parte, să presupunem că (/' | C U PI ~ > astfel încât f \C (J p = e%, unde %: C (J p este o funcție continuă Din această relație, combinată cu relația f \ C - elț rezultă din legătura lui C că x IC = φ + k, unde Prin urmare, funcția x - /r este o continuare continuă a lui φ pe C U p, și deci oscilația funcției φ dispare în punctul p, ceea ce contrazice presupunerea Teorema Fie Co, C,, este o succesiune de mulţimi conectate astfel încât '= C|)uC u si Cn este o funcție continuă și DSn-~ pentru fiecare lung u, apoi f ~ Dovada Putem presupune că Co =/= Fie E Co Fie f\Cn = e , funcțiile φ[: C;j -> cf sunt continue, iar Φn(a) = φ(θ) Deoarece Cn este conex, din relația + ∂") = φ"(a) rezultă că φ" = φ"+I| ck Prin urmare, funcțiile q i sunt consistente ') Vezi Eilenberg [ , p ] * Capitolul şi definiţi o funcţie continuă cp: d'-> r, astfel încât φ!Cr = φn De aici rezultă că / = c(|), astfel că f~\ VP Raport / Se spune că o funcție continuă ON[ip pentru fiecare submulţime închisă propriu-zisă F a spaţiului E Sa punem ( ) Q( E) - P PO, unde F = G astfel, relațiile f și f £ Q(A') - G(A') de echiva-scântei, bandă Teorema Dacă f Φ , atunci ГV este un incons discoerent conex spaţiu Dovada Dacă GE nu este discoerent, atunci există o mulțime conexă închisă C (care poate fi și goală) care separă GE (cf § , X, Teorema ): ( ) r = ) u/ , DOG L = C, λ = A/^ r, unde / = , Dar apoi f| Aj ~ , de unde, prin Teorema a articolului VI, avem /~ Teorema Dacă f Φ și PG sunt conectate local, atunci dsp ZA este o curbă simplă închisă Aceasta rezultă din Teorema în combinație cu Teorema din § , IV Din teorema , conform teoremelor din § , X și din § , V, urmează următoarea afirmație: Teorema Dacă f ∩ și GE este descompunebil, atunci există trans p, două mulţimi conectate Ho şi /i astfel încât Δ' = Loi/II şi ( ) Lo = I - I, =/= M' și L, = :E - / = # GE În special (cf § , VII, Teorema ), dacă GE este ireductibilă între două puncte, atunci mulțimile Ao și A] sunt indecompuse Teorema Dacă și At -dea sunt mulțimi conexe închise astfel încât E - / ()U At, atunci (cf § , XI ( )) ( ) ( n S,)/G = [Γ Γ (A) și f o(A P / și U == T*'(A) și / - Dar din moment ce D este legat, din Teorema din § , X rezultă că ( ) Ѳ (L , )P/ , U L') = n L și k ILP , Pe de altă parte, conform ( ), (kd ~ ) = (hd I L, U K ~ ), de unde rezultă că [kd E (Lo U / ()] = G (D, UX)], prin urmare ( ) k~' ['I(D și K)] - h~' [G(L U K)] Astfel, în virtutea relaţiilor ( )-( ) avem Luând intersecția tuturor acestor grupuri peste tot /( =# LI; obținem ] = p| n şi li D) p/!;) = λ | | P G (D și / , la I la I prin urmare, () P i \u d l I p g (A și fum o, eu să", să, eu unde K j c L / K/ • Izomorfismul ( ) rezultă din Teorema din § , III și din egalități (cf IV, (i) și § , X, Teorema ) #-Ѳ (A , A) ~ A'' [T(t)] Gmsha Grupuri &t și VD (D') Dovada includerii ( ) se reduce la dovada includerii ( ) A Γ(Au/ și /?i, între p{ și p și între p() și p Prin urmare / ,-este necompunebil A doua parte a teoremei decurge direct din teorema din § , IX Cometariu Teoria spațiilor ireductibile conduce în mod natural la un fascicul de linii (nu "monostratificat") de spații ireductibile între două puncte în "straturi" închise (§ , IV) Din acest fascicul de linii, la rândul său, prin Teorema , se obține un fascicul ciclic de orice spațiu (ns "monopantă") care admite o transformare / oc I* ) În cazul în care spațiul este un continuum, lepr fibrele sale sunt continue (cf § , IV, Teorema ); în cazul particular în care spațiul este o simplă curbă închisă, straturile sunt reduse la puncte individuale VIII Seturi compacte Fie V un spațiu compact TEOREMA I Fie f: T -* Φ? este o funcție continuă Familia multimilor inchise /•' astfel incat f[ '^ este deschisa (in spatiul ') Dovada Prin Teorema punctul II E(/|f~l) = UE(/''c:G), G a k unde G este o mulțime deschisă astfel încât f | ( ~ Întrucât familia Ei/'cbi este deschisă (prin Teorema din § , II), este deschisă și unirea ei Următoarea teoremă decurge direct din teorema ■) Mier cu o teoremă similară a lui Aleksandrov , p ] ) Vezi Kuratovsky [Y] Capitolul Teorema Dacă mulţimile Ei^>E ^> sunt închise, atunci nn/VwUr^n) \ n J n adică dacă (f | En) Φ pentru n = , , , atunci (f | P En\ cE Teorema Dacă fX'l, atunci EE conține un continuum C astfel încât f\ C cE egal Dovada Teorema și Teorema din § , IV implică existența unei mulțimi închise C astfel încât f\C ' E Conform teoremei din Secțiunea VII, mulțimea C este un continuum, lepr Următoarea afirmație este o consecință directă a celei anterioare Teorema Dacă f|Q~I pentru fiecare componentă Q a spațiului EE, atunci f ~ I Cometariu Din teorema rezultă că dacă A' este un arc, atunci f~l pentru fiecare funcţie continuă f: EE -* FE (cf III, Teorema ) Într-adevăr, altfel EE ar conține un continuum disc-herept (conform Teoremei și Teoremei I din Secțiunea VII) IX produse carteziene Legătura cu homotopia Lema I Fie A' un spaţiu conex, Y un spaţiu arbitrar, /: : E X Y -> FE o funcţie continuă, j ~ , şi, în final, φ: D'X'A -> d° Dacă r este continuu în χ pentru fiecare y și continuu în y la un moment dat a £ E, și dacă e^ = f, atunci r este continuu (în E X Y) Dovada Fie f = ei, unde cp: D'X / -> d° este o funcție continuă Deoarece diferența φ(x, y) - φ(x, y) este constantă pentru un y fix (prin Teorema a elementului I), se stabilește În special, φ(χ, y) ~ cp (cz, y)^k(y), prin urmare, φ(x, y) = cp(x, //) + φ(c/, //) - cp(a, y), de unde rezultă concluzia cerută Lema Fie EE un continuum, Y un spațiu arbitrar, a e EE și f: A' X Y -> FE o funcție continuă Dacă (f \ a X Y) ~ I și (f [EE X Y) ~ I pentru fiecare y £ Y, atunci f ~ jȘ Grupe și U- Dovada Prin presupunere, există o funcție continuă /: Y -> o hartă continuă Pentru asta pentru , este necesar și suficient ca g ~ I, adică ca g să fie homotopic cu I În consecință, relațiile = YV (Y), b\(Y) = sunt echivalente cu contractibilitatea lui Y față de & Dovada Fie g ~ I; atunci g = unde cp: Y -> cf este o funcție continuă Sa punem f(x, //) = u l/x ^, /(O, //)=! și f(l, y) = g(y) Prin urmare, g este homotopic cu I În schimb, să presupunem că g~l; atunci condițiile ( ) sunt îndeplinite Punând în Lema A' = A şi considerând a ca punct O, concluzionăm (pe baza Teoremei , itemul III) că de unde rezultă că g~l Teorema poate fi generalizată după cum urmează: Teorema Condiţiile f~g şi f cz g sunt echivalente ') Vezi E i 'ienberg [ , egr ] Capitolul Demonstraţie Relaţia f~g este echivalentă cu relaţia )' : g ~ şi, în consecinţă, cu relaţia (f : #) ~ (conform Teoremei ); aceasta înseamnă că este echivalentă cu existența unei funcții continue h: ГV X Y -> , astfel încât h(x, ) = f (x) : g (x) și h(x, )= Fie u(x, t) = g(x) • h(x, t); Apoi ti(x, O) = f(x) și u(x, l) = #(x) Teorema Dacă T este compact, atunci grupul B, ( t') coincide cu familia de componente ale spaţiului pYx Elementul său neutru coincide cu componenta care conţine funcţiile constante Dovada Deoarece pf este un retract de vecinătate absolut, relația f ~ g (și, prin urmare, f ~ g, unde g: !' > & sunt funcții continue) este valabilă dacă și numai dacă f n g aparțin aceleiași componente superioare a spațiului pyc (cf § , II, Teorema ) Teorema Fie g' un continuum, Y un spaţiu conex, x(|^ r, Zy^'Y şi E X "Y->pY o funcţie continuă Dacă f I r,, X Y ~ şi f X , atunci f ~ I Dovada Fie gu(x) = f(x, y) Conform § , IV, Teorema , funcţia g, care atribuie fiecărui element y un element gy £ x, este continuă Prin urmare Ф = #(#) este o submulțime conectată a pfx Prin ipoteza #W - , prin urmare, Φ este un subset al componentelor de ton ale spațiului rus, care conține funcții constante După teorema , A~I pentru fiecare /? £ Φ Prin urmare gu ~ , de unde rezultă că f|? 'x//~l pentru fiecare y Prin urmare, I prin Lema Teorema Dacă :E este un continuum și Y este un spațiu conex, atunci ( ) B, (, 'X V)= B, ( i')xB| ( V), deci b}( r X /)= D m + bDZ/) Dovada Acest izomorfism este determinat prin asocierea fiecărei perechi de funcții continue f: Y - * , g: Y -> F? funcţiile h = f • g de formă h(x, y) = f(x)-g(y) Pentru dovada, punem !r)=x(x), g'(x, y) = g(y), xo^ T și y e Y j$ Gry/pp și Din condiţiile /~ şi g~l rezultă că f' ~ şi y* ~ , deci /r~ Invers, daca d~ , atunci (/*• £*) I(^'X//o)~ iar din moment ce g" |(JT X//o)~ > rezulta de aici ca | ( X y )~ Și așa f~l În mod similar, £~ În fine, fiecărei funcţii continue /: ' X Ε -> îi corespunde o pereche de funcţii continue R'-> PH n g: Y -+ PH astfel încât I ~ f • g şi anume f(x) = l(x, Y ) și g(y) = l(x , y) Într-adevăr, G:fg)l(^X//o)~l ȘI (I • fg)\(xnX astfel, în virtutea Teoremei l' fg^l În cele din urmă, condiția ( ) rezultă din teorema din § , III și din formula ( ) din punctul VII X Seturi conectate local Teorema Dacă f |Q~ pentru fiecare componentă Q a unui spaţiu conex local H', atunci f~l Această afirmație este o consecință a Teoremei din § , I, deoarece Q este o mulțime clopenă (cf § , H, Teorema ) TEOREMA Fie λ' un spațiu conex și conex local, Y un spațiu arbitrar, a ^ 'E și [: A' X Y -> ΦX o funcție continuă Dacă (f \ a X ) ~ I și (f \ R' X y) ~ pentru fiecare y, atunci f~l Dovada Fie φ și ' definite în același mod ca în demonstrația teoremei și IX Să arătăm că restricția φ = Φ I% X Y* este continuă Fie C mulțimea unui astfel de r astfel încât funcția φo este continuă în punctul (x, y ) Deoarece Γ este conectat, este suficient să arătăm că C este închis, deschis și nevid Fie X\^R' Prin Teorema , punctul II, există două mulțimi deschise G în R" și H în Y', astfel încât și punctul (X[, φ) În plus, deoarece H' este local conexiunii, putem presupune că G este conectat Trebuie luate în considerare două cazuri Dacă există un punct x € G astfel încât pentru x = xx funcția φ este continuă față de variabila y, atunci este continuă în GX H, conform teoremei a articolului IX ,v ), și de aici rezultă că G c C În special, a e G, întrucât pentru x = a funcţia φo este continuă în y (după egalitatea φ(χ, y) = /(//), cf IX ( )) Gmia Grț/ppy Srx și EL ( ?G) În cazul în care G nu conține puncte x din forma indicată, funcția φo, considerată în funcție de variabila y, este discontinuă pentru fiecare x e G; în consecință, este discontinuă în punctul y (deoarece y este singurul punct de acumulare al spațiului /*), și deci χ e C, de unde χ, £ G c = - C Prin urmare, setul C este deschis, nevid și închis Teorema Fie A s B c = A (JL(A) și g: B este o funcție continuă Dacă g |A~ , atunci g~l Dovada Fie g | A \u d c?h "unde cp: A ->& este o funcție continuă Fie p G B - A Să arătăm că oscilația ω,,, (p) dispare Fie (cf § , II) pCG, unde G este o mulțime deschisă în B, astfel încât G ∩ A este conex și g(G) =/= Prin urmare g | G ~ I (vezi Teorema , punctul II) Fie g | G = c?|(" unde φ: G -> A' este o funcţie continuă Deoarece mulţimea G ∩ A este conexă, rezultă din egalitatea e,p(x) = er|)(x) că diferența cp(x) - φ(x) este constantă în G ∩ A (vezi teorema a articolului I) Deoarece funcţia φ este continuă în punctul p, rezultă că (r)lt(p) = , de unde co(p(p) = (căci G este o vecinătate a punctului p din B) În consecință, există (conform Teoremei I din § , I) o extensie continuă cp*:d-*A a hărții cp Deoarece B cz A și g I A = e, r, atunci g = o funcţie continuă Dacă f\C~\ pentru fiecare curbă simplă închisă C, atunci f~l Dovada Conform teoremei , putem presupune că A? conectat De asemenea, putem presupune că există un punct a în care f(a) - Să punem în corespondență cu fiecare punct x un arc Ax = ax și o funcție continuă fl , astfel încât (O Φ/ f\Ax - e^x și φ (a) = , în conformitate cu Teorema , itemul III și Teorema , itemul I Punem φ(x) = φx(x) Atunci ev = f Să arătăm că funcția cp este continuă Fie p e A' și e > Prin Teorema , elementul II, avem p e G, unde G este o mulțime deschisă astfel încât f IG = Δ' este o funcție continuă Mai mult, se poate presupune (reducând, dacă este necesar, mulțimea G) că [Ă(G)] astfel încât fiecare punct q pentru care \q - p| (? și %(a) = , unde % este o funcție continuă Relațiile (I) și ( ) implică faptul că ' ' ' ' astfel încât prin teorema a articolului I că fr (a) = φ, (a) = %(a), X(x) = Ă (x) + k Pentru x C Q, fr (a-) pentru C Lr, φ, (x) pentru χ £Ah -fr(p) = x( FE o funcție continuă Dacă f | E ~ pentru fiecare element ciclic E din , E, apoi f~l Dovada Dacă / Φ I, atunci E conține o curbă simplă închisă C astfel încât f \ Co & o funcție continuă și fk | F ~ I pentru k - , , n Atunci există un continuum conex local C astfel încât F C C și fk |C~ pentru Іі = , , n') Vezi Eilepberg [ , p ], 'M Capitolul Grupuri și ED ( ' Dovada Deoarece F este intersecția unei șiruri de mulțimi, fiecare dintre ele constând dintr-un număr finit de continuumuri conectate local (§ , III, Teorema (i) și § , II, Teorema ), demonstrația poate fi redusă la cazul (prin Teorema III) când F = Ct U U Cn" unde mulțimile Cb , Cm sunt continuumuri conexe local neintersectante Să folosim inducția Este evident că teorema este valabilă pentru m = Să presupunem că este valabilă pentru numărul m - I Fie L un arc ab astfel încât LQF să fie format din doar două puncte a și b, care sunt conținute în mulțimi diferite Cn , să spunem în C ," i și art Din relații (comparați cu teorema , punctul III) D |S,i DD~ I (S,i rezultă, conform teoremei de la punctul VI, că D IC, U UCm iUA~ I, prin urmare, dkdi is^ iiis,,,-!, deoarece (C, U U Ste ! U MA C, " = £> și DS, "~ I Deoarece mulțimea C,n iU LU C, " este un continuum conex local, demonstrația se reduce la cazul m - I Teorema Fie iv un continuum conex local și f: E -> FA o funcție continuă Există două continuumuri conectate local Co și C} astfel încât ' = CoIIC| și DS/~I pentru j = , I Dovada Fie Lo și D jumătăți ale cercului Ф? cu ordonate ^ și respectiv ^ Fie Fi = f~' (A]) Apoi, prin Teorema , itemul II = Fo JF, și f IFt ~ , iar de aici, conform Teoremei (în cazul când "=!"), urmează concluzia cerută Teorema Fie GS un spațiu conectat local prin arc, ț: g' -> FA o funcție continuă, iar G,, G , o succesiune de mulțimi deschise astfel încât %=G! U G U și G"cG"+, Dacă f\Gn~l pentru fiecare număr n, atunci f~l Aceasta rezultă din teorema XI Afișări Teorema Dacă A este o retragere a lui YG, atunci (r)DL) este o imagine omomorfă a lui DD^') și, în consecință, uDL) ^ bD^') # Grupele 'x şi s d Teorema Dacă E admite o deformare pe A, atunci ^m \u d (^іl) / 'I (L) şi, în consecinţă, />((A') bfA) Teorema Dacă A este o retragere de deformare H', atunci A|(A) = T\(A') și, în consecință, W(A) = L\(AE) Dovada Operația de retragere £: SPx->Sf>A, adică ț,(f) = f\A, este un homomorfism (cf § , VIII, Teorema ) al spațiului &>x pe φEx \ A și din condiția /~ rezultă că /■ I A ~ I Teorema rezultă din aceasta, întrucât A este un retract M' și, în consecință, φAx | A este FAA Pe de altă parte, dacă AE admite o deformare pe A, atunci condiția f I A ~ implică f ~ (conform Teoremei din § , IV); astfel, se demonstrează teorema Teorema rezultă din teorema datorită egalității fax \ D \u d FEA Teorema ') Fie AE un spațiu compact; (i) p MONOTON", (ii) c este deschis În consecință, în ambele cazuri grupul A, [c(A')] este izomorf cu un subgrup al grupului "A,(A') și [&■ (A')]/c(A') Dovada Fie fp(x) = ef(x), unde φ: AE->(f este o funcție continuă Cazul (i) Fie y £ g(AE) și xn £ p~ (φ Pentru toate xțg (uh avem (x) = fp (x) = f (yph = fp (xf = (x ) În consecință, funcția φ(x) - φ(xn) ia valori întregi (pe p~'(φ), deci opa este constantă, deoarece g~'(y) este conex; de aici rezultă că F (x) - F (x ) = f (x ) - F (Xo) = Astfel condiția cp(y) = φ(x) pentru x £ g~'(y) determină în mod unic funcția cp: p( E) -> Φ Această funcție este continuă deoarece (cf § , V, Teorema ) [/ = cp(//)] = V [// = p(x)] [/ = φ(x)] X Mai mult, e^(y) = e, |, (x) = fff(x) = f(y), prin urmare, ) miercuri Eilepberg [ , p și ] Capitolul Cazul (ii) Dacă g este deschis, atunci g- : /ț(^')-> z' este o funcție continuă (cf § , V, Teorema ) În consecință, și funcția φ£~' este continuă și, prin urmare, la fel este și funcția q>: £(■"£') > (? este continuă, atunci f(y) - I f(y) I e, |, (//); pentru a demonstra acest lucru, este suficient să atribuiți fiecăruia y punctul x £ g(y), în care φ [g (//)] își ia limita inferioară § Spaţii contractabile în raport cu &A spaţii Unicoerente I Contractibilitatea față de Prin definiție (§ , V), un spațiu I' este contractibil față de FU dacă fiecare funcție continuă f: X -> &> este homotopică la o constantă Următoarea afirmație rezultă din Teorema din § , V, Teorema din § , IX și Teorema din § , II Teorema Următoarele condiţii sunt echivalente' (i) rE este contractibil în raport cu af; (ii) spații) afx este conectat prin arc; (iii) f~\ pentru orice funcție continuă f: EE -> FE\ (iv) &,( ? •) = Mai mult, dacă spațiul ГІ este compact, atunci conexiunea arcuită poate fi înlocuită cu conexiunea (în (ii)) Teorema din § , V și Teorema din § , XI implică următoarele Teorema Dacă EE este contractabilă în raport cu a?, atunci fiecare mulţime care poate fi obţinută din E' (i) retragere, (ii) transformare monotonă continuă (dacă EE este compactă), (iii) o mapare deschisă (dacă EE este compactă) este, de asemenea, contractabilă în raport cu FG Teoremele și din § , V implică următoarele Teorema Proprietatea de necontractibilitate a spaţiului compact i' faţă de FE este un invariant al deformaţiilor A' şi al transformărilor cu mici imagini inverse ale punctelor Li este contractabilă în raport cu &, atunci intersecția lor AoP A| P are această proprietate Dovada Această afirmație este un corolar al Teoremei § , V Teorema Dacă E este compactă sau conexă local și dacă fiecare componentă a spațiului Y este contractabilă în raport cu a?, atunci spațiul T însuși are această proprietate Dovada Aceasta este o consecință directă a teoremelor , punctul VIII și , punctul X din § Teorema Următoarele • spații sunt contractibile în raport cu FL: (i) fiecare spațiu contractabil în sine și, în consecință, fiecare retragere absolută", în special, U și U pentru orice Y K(); (ii) sfera la pu\\ (iii) un spațiu proiectiv de dimensiunea #= ; (iv) orice submulțime A a spațiului Dovada În cazul (i), afirmația decurge din Teorema și Teorema ( ) din § , VI (cf și § , III, Teorema ) Legea Capitolul (ii) rezultă din teorema (și, de asemenea, din teorema (ii)) (iii) rezultă din Teorema (iii), întrucât spațiul proiectiv este imaginea unei sfere sub o mapare deschisă (vezi § , VI, Teorema ) (iv) Fie /: A -> & o funcție continuă Deoarece fiecare componentă C a mulțimii A este contractabilă în raport cu & (cf (i)), /'|C~ Prin urmare, C este conținut (cf § , II, Teorema ) într-un interval deschis PcHc> astfel încât /'|AC~ pentru Fc = A ⊂ PcCc Evident, putem presupune că punctele pc și qc nu aparţin lui A Astfel, mulţimea Fc este clopenă în A, iar din relaţii Z = UFC și rf există un punct x() C în care Să presupunem că nu este cazul Cu alte cuvinte, să presupunem că (O /(x)= i?(x) -/?(-x)^= pentru fiecare x £ Aceasta înseamnă că /' este o funcţie continuă a lui f: Deoarece sfera este contractabilă în raport cu , atunci f ~ I, şi deci există o funcţie continuă u: c^oj-cT astfel încât ( ) Înlocuiți x iar conform /( - x) = #( - x) - g(x) = - /(x) = - ,;, de unde rezultă că ( ) u(-x) = u(x) + ni + kni, unde Ir este un întreg independent de x Să înlocuim x cu - x în ( ); atunci u(x) = /r(-x) + ( /r - )w, de unde, în combinație cu ( ), rezultă că /r + = , și obținem o contradicție *) O dovadă asemănătoare a dat-o G teingaua /(x) = e"(x) pentru orice χ £ Y? pe - x; apoi din ( ) rezultă că / (- x) - eii~~x\ ( ), USD Spații contractabile în ceea ce privește & II Proprietăţile spaţiilor contractibile în raport cu &') Fie X un contractibil în raport cu spațiul (s o a ) Fie Lo și Zj două mulțimi închise sau două mulțimi deschise astfel încât X = Lo U Ay Teorema T\(A , A,) = ( ) și Pi{A , A,) = Aceasta este o consecință directă a teoremei (iii) a elementului I (vezi și ( ) și ( ) din § , V) Teorema Dacă mulțimile Lo și Zt sunt conexe, atunci intersecția lor Λ Π Λ, este de asemenea conexă Cu alte cuvinte (punem Bj - X - Lu), dacă Bn și Vu sunt două mulțimi disjunse deschise sau închise, dintre care niciuna nu separă un spațiu (conectat) X, atunci uniunea lor fî()U fii nici nu îl separă pe X Prin urmare, orice legat de O Spațiul AA este uniherent Aceasta rezultă din inegalitatea (A Λ Λ &> (cf § , X, Teorema ) și două locații C| astfel încât continuum conectat Co, ^CoUCj și /|CS~ pentru = , Conform teoremei din § , VI, mulţimea COPC| incoerent Astfel (Fig ), ( ) Co P C, =/A>u/'i, GoPL-i - O, C^A/^O pentru / = , Fie Ap un arc conținut în Co și conectat ireductibil între Bo și F[ Să setăm Lop^/ = P/ Fie L| este arcul poplt conținut în Cp Atunci Lo P L, s Lo P Co L C, = (Lo P Co) U (A, P Fî) = (Po, Pi)-De aceea, mulțimea Lo(J L este o curbă simplă închisă ') Pentru dovezi, vezi Eisenberg | , p ] Pentru o generalizare parțială, vezi Vorsui [ , p ] Pentru echivalența dintre unicoerență și dispariția primului număr Betti, vezi Borsuk [ , p ] și Cech [ , p ] ) Borsuk [ , p ] Capitolul Fie f o retragere a mulţimii Fol) LOL pe A)> astfel încât ( ) fo(F ) = p și fo(Fi)=pb În conformitate cu teorema lui Tietze (§ , IV), lit ( ) Fie (/o și două puncte distincte aparținând mulțimii Lo~(Po Pi) și ( ) Z)i=Fo" (Po^U' iPi)UC - Apoi ( ) ■!T = DoUZ)i, ( ) ^oAH^go-'^UFo" ^!) ( ) Po~'( g (Fo U F ) = g - (p , p,) rezultă că Fo" ( astfel încât ( ) fiF "'(?/) = ?/ Pentru / = , Lăsa (unsprezece) fi E care nu are un punct fix ') Cometariu Teoremele și pot fi generalizate prin înlocuirea termenului de continuum conectat local cu termenul de spațiu conectat la nivel local și global (Borsuk [ , pp și ]) Teorema Fie E un continuum unicoerent conex local care nu este separat de niciun punct Dacă R este un domeniu și dim E = , atunci mulțimea R - E este conectată ) Dovada Să presupunem că R - E nu este legat între punctele p și q Atunci există (prin teorema ) un continuum C C E \J ( E ~ R) care împarte spațiul între p și q Deoarece dimE = , atunci C C NU - R (reamintim că, prin presupunere, C nu poate fi redus la un singur punct) Dar acest lucru este imposibil, deoarece mulțimea EE - R nu separă punctele p și q Corolarul Sub aceleași ipoteze dim EE ( r (cu condiția ca EE să conțină mai mult de un punct) Mai precis, dc '( r (cf § , XI) Corolarul Orice continuum unidimensional unicoerent conectat local este o dendrite ) În caz contrar, acest continuum ar conține un element ciclic C (constând din mai mult de un punct), și întrucât C ar fi atunci unicoerent (prin Teorema § , ІІІ), ar rezulta din aceasta că dim С ( IV Observații privind extinderea homeomorfismelor în p O Continuumurile ITS Să formulăm următoarea teoremă fără demonstrație !) Vezi Kuratovsky [ , p ] ) miercuri Uplder [ , p | Cazul când EE = ^r, cf Fragmsn [ ] și Brouwer [ ] ) miercuri Vietoris [ ] Capitolul TEOREMA Fie Y^ şi Y^ un dw'l s O & continue metrice, și fie VocVo și :l\ cz Y{ două mulțimi conexe ale căror complemente Vu, SRT și Δ, -Δ', sunt discontinue ereditar (adică, nu conțin continuum-uri cu excepția punctelor individuale) Atunci dacă D' și sunt homeomorfe, atunci ambele V și Yx sunt homeomorfe Mai mult, orice homeomorfism h al spațiului Ia pe 'E poate fi extins la un homeomorfism h al spațiului Ya pe Y') Identificând x cu h(x), putem formula afirmația anterioară în următoarea formă echivalentă: Teorema Fie Vo și Vj doi compactarea unui spatiu conex i', si sa fie complet deconectate V - U' si :!φ - :T Dacă Y o și Y { - p O ]; de Groot ( | și Duda [ ] și [ ) ) Pentru cazul unui M' deschis conectat, vezi Kuratovsky și Eilepberg [ ] ) Vezi Fort [ ] pentru o dovadă directă Mult mai devreme, cazul n ț(Z , Z,GC)(Zo ^Z )=>(ZnnZ = O)]; R( T) desemnează setul de astfel de acoperiri Spunem că familia A(C) a tuturor uniunilor elementelor lui C este generată de C și C este baza ei Evident, aceste asociații sunt deschis-închis Teorema Familia R( -') este îndreptată în raport cu rafinament' C, este rafinamentul lui Co (notat cu C ^Ch sau, echivalent, L (Co) cu L (CO) Și anume, dacă Co, C e R( Z') și dacă C denotă învelișul format din intersecții (nevide) ZOi[(]Zhs, unde C = {Z , j și C} = (ZltS}), atunci C \ C Teorema Familia R( ) are un ultim element (adică există cea mai mică acoperire a spațiului R") dacă și numai dacă componentele spațiului R' sunt deschise Un astfel de element este familia &( R') a tuturor componentelor spațiului r Dovada Să presupunem că C este ultimul element din R( l') Este suficient să arătăm că fiecare mulţime Z £ C este conectată Dar dacă Z nu este conectat, atunci Z = P ) Q, unde P și Q sunt mulțimi deschise nevide și care se intersectează; deci Cj ^ C* £ R( '), unde C* se obţine din C prin înlocuirea Z cu perechea P, Q Dacă componentele spațiului R' sunt deschise, atunci ( ( "/') este ultimul element din R( ), deoarece orice mulțime deschis-închisă Z este uniunea unor componente ale spațiului , "eu" Lema Fie F C R o mulțime închisă infinită densă nicăieri Apoi, există un sistem de mulțimi închise EN} an definit pentru sistemele u un (poate nu pentru toate) numerelor și , astfel încât r = /?oirn GOPD = , q, ^o, b(A,) (Qz PT((S), unde C SI( G) Cu Teorema a este o mapare unu-la-unu a EI ( ) pe = Lim țîs(C), astfel încât v(Z) = n(Z) pentru Z £ C Mai mult, harta a: da( g') -> V este un homeomorfism pe Dovada În primul rând, o este o mapare către Aceasta înseamnă că dar aceasta decurge imediat din tranzitivitatea operatiei de restrictie § Гpț/nna EL (D') În plus, o este o mapare unu-la-unu Într-adevăr, să presupunem că u()(Z) = u(Z) pentru un Z£( , )r dat și notăm cu C cele două elemente care acoperă Z* = (Z, & - Z) Atunci H()| A(C)^p A(C), adică, prin urmare, o (p )¥=n(Ht)- Să arătăm că u este o mapare pe Cu alte cuvinte, să presupunem că fiecărui C G U(A') îi corespunde ѵc^^(C) astfel încât ( ) ѵс = ѵс (С ) în condiția Cos^Cp și definiți p ^ E (A') în așa fel încât ( ) p|A(C) = ѵc pentru fiecare C^R(A') Să arătăm că măsura p definită de relația ') are aceeași proprietate ( ) |x(Z) = vzJZ), unde Z' = (Z, T ~ Z) În primul rând, este necesar să se arate că pC^(A'), adică p(Z) = = cu condiția ca Z - U Zt și mulțimile Zt să nu se modifice tt a tăia calea Fie C acoperirea spațiului M' format din toate mulțimile Zt și mulțimea M' - Z (care este omisă dacă Z = M') Este evident că C^U(A'), Z's^C și Z*^CC Conform ( ), ( ) ѵ = ѵс|l(Г) și vz = vc^(z;), Unde ( ) vz"(Z) = vc(Z) și vz,(Z I C) se urmează acel consimțământ ( ), Teorema Maparea (ș(С) este continuă', maparea oo J Teoremele și sunt consecințe directe ale teoremelor și din § , VII Teorema Fie EE c e Y, unde Y este un spațiu metric conex local Atunci pentru fiecare p G ED( A) și fiecare • & sED(V) avem ( ) (p С'P) = [(plQo) С (Л ІС ") pentru fiecare G deschis, astfel încât g' cz G cz Y]; ( ) (po = ЦіН- [(Ho I Qg) = (Hi I Qg) pentru fiecare G deschis, astfel încât mEcGci/] § Гpț/nna ED (^ ') Teorema În ipotezele Teoremei şi Oh, avem (io) (ib £) = ^ mdam , P: r: = - > Mai mult, ED ( ') este metrizabil şi (I) (Ho = Hi) = [(HoIFeg) = (HiIFpg) pentru = , , ] II ED ( ) ca grup topologic Punem pentru u,, u și |i din ED ( ) (O (Dar \u d + c?) ^ MHo(Z) = u, (Z) + |i (Z) pentru fiecare £ ( , )r|- Apoi ED ( ) devine un grup abelian Mai general, ω(C) devine un grup abelian dacă presupunem că Z , | și μ aparțin lui (C) și înlocuim ( , )r în ( ) cu A(C) Este evident că (Ho = Hi + H )^[(HoI A (C)) = (| I A (C)) + (u | A (C)) pentru fiecare C]; este ușor să arătăm că următoarea afirmație este valabilă (cf și punctul I) Teorema Următoarele mapări sunt homomorfisme' ED( ) >^ o : ED( )->L(S), oad: (C,)->^(C ) Din ultima afirmație rezultă (vezi § , VII și Teorema al articolului I, conform căreia maparea o este unu-la-unu) următoarele Teorema ' = Lim[b(C), ffrcJ Și anume, maparea o=țocj, unde a( (u) = p| A (C), este izomorfismul dorit Există și următoarele Teorema LE(fG) este un grup topologic Cu alte cuvinte, adunarea, definită prin formula (I), și scăderea sunt continue (în ceea ce privește topologia, definită mine în conformitate cu ( )) Definiție Fie Q o cvasi-componentă a spațiului proprietăţile ' şi ( L dacă Q c Z, ( ) " (*, = /rm = ) Dovada Prin presupunere, există mulțimi disjunse deschise-închise Zh , Z,n astfel încât QiaZl pentru /=!, , un Să presupunem că partea dreaptă a implicației ( ) nu are loc, de exemplu, fie =I= Deoarece aQ (Z,)=l și a(? (Z ) = pentru i> , atunci ^ia A(A) și, conform I ( ), Corolarul Dacă spațiul H este separabil, atunci spațiul EL(M') este și el separabil Într-adevăr, în această ipoteză, indicele s din teorema poate fi considerat un întreg pozitiv; deci setul ? este numărabil Legea Capitolul Teorema Dacă A' este un spațiu compact cu un număr infinit de componente, atunci ( ) ^(^)YG=Tor ^ adică, există un izomorfism χ al grupului Φi( T) pe un grup (aditiv) care este în același timp un homeomorfism Dovada Pentru a demonstra că iVf(/Γ) este izomorf, folosim lema elementului ') Fără pierderea generalității, putem presupune că A" (~ tycz A este infinit, nicăieri dens și închis (cf itemul ) Luați în considerare din nou mulțimile Fat a din lemă și aranjați toate mulțimile Fai ano (unde n > ) într-o succesiune infinită Punem A *= W' Pentru a presupune ( ) x(u) = {p (A ), p(A|), }, deci x: EX(TE) -> Să arătăm că x este izomorfismul dorit În primul rând, x este un homomorfism, deoarece x(Pi + p ) = {p (P ) + p (P ), | [(Pi) + p (P ), }"=x(p, i) + x(ji ) Este clar că din condiția x(p) = { , , } rezultă open- submulțimea închisă Z a spațiului X' Evident, este suficient să arătăm că u(Fat al) = Să aplicăm inducția Deoarece f = Lo, atunci u( A = , și deoarece p(Fo) = O, To u(T ]) =■ În continuare, să presupunem că n (Fa an) = și Fa an conține mai mult de un punct; atunci p(FaI a" ) + p(Fa % )== , şi de vreme ce Fai ano aparţine şirului {An,}, atunci p(Fa, a/ro) = = u(/:'a an|) Rămâne să arătăm că pentru fiecare secvență de numere întregi k , kit există ( ') u(Am) = /m pentru m = , , Deoarece funcția u este definită pentru = Am (conform ( ')), atunci U (Ga] ai) poate fi determinată prin inducție (față de n) după cum urmează: Și ( ") *) Această dovadă îi aparține lui L Mostovsky dolari grup ED ( " G) În sfârșit, dacă Z este uniunea unor mulțimi de ordin n (n este cel mai mic posibil), Z = F,U U Fr, atunci setăm p,(Z) = p (FI) + + [x(Fr), unde u( ) = - u(Lo) Din ( ") rezultă că dacă F, = Fa, apo U Fa > ap, atunci p (Z "i apo) + C (Fa, a"i) + n(F-') + + n(Fr) = n(F) Prin urmare, dacă Z este reprezentat ca o uniune de mulțimi de ordin n + I (sau, mai general, de ordin p > n), Z = /?! și U Rs, atunci H(/?i) + -f-|x(Rs) = |i(F) De aici rezultă că funcția |x este aditivă, adică Astfel, se demonstrează că x este un izomorfism (algebric) al ED ( €') pe Să arătăm acum că k este un homeomorfism, adică că H \u d lim Hfe ) \u d [x (H) \u d k -> OO J] lim x /r->oo sau (cf ( )) ( ) Lx = lim C/L S Hz(L,n)= lim NIL) Pentru \ oo / I k -> oo tu = , , Implicația de la stânga la dreapta este o consecință a continuității lui φ/ (unde φ (p) = |i(Z)) pentru Z fix (comparați cu Teorema din partea I) Pe de altă parte, să presupunem că partea dreaptă a relației ( ) este validă Apoi totul se reduce la a arăta (cf I ( )) că pentru fiecare Z £( , )r ( ) p(Z) = lim w (Z) fe->O Mai mult, din moment ce R este aditivă, putem presupune că mulțimile Z au forma Z - Fa at- Deoarece egalitatea ( ) este valabilă pentru m - , adică pentru Z = ' = Lo, atunci putem aplica inducția și presupunem că este valabilă pentru m > Atunci Fa| ami = = Fa, a - Fa " oh, și, prin urmare, H^h, ••• = - şi •••""A IX/r (Fa, a, "l) = (^a, a, ") ~ (^ amo)- În limită obținem egalitatea ( ) pentru Z = Fat am\, deoarece Fa, ato este membru al șirului Do, A(, (și, prin urmare, prin presupunerea satisface egalitatea ( )) ' Argila X F'x și OD (D') ( ) ID/NI III măsuri standardizate Definiție Se spune că o măsură p^ED(A') este normalizată dacă p(A') = ; "H( ") denotă setul de măsuri normalizate Evident, ED(M') poate fi identificat cu grupul de coeficient ED(D')DT (unde $ denotă grupul de măsuri constante) ) Este ușor de observat că "A(/") este un subgrup al grupului ED(Γ) și o submulțime închisă a spațiului ED(Γ) (deoarece harta Fu: ED ( ') este continuă; cf Teorema i I) Teorema Fie oo un punct fix în spaţiul M' ) Să setăm pentru p £ ED(A') p(Z) dacă oo £ T - Z, p(Z)-p( ") dacă oo Z Atunci p': ED ( ') -> ( ( ') este un homomorfism şi o retracţie continuă Dovada Evident, p*( '?') = În plus, să presupunem că = UZ/, unde mulțimile Zt nu se intersectează i Să arătăm că p'(Z) - p'(Zt) Este evident dacă Prin urmare, presupun că oo^Z; [pț (Z) + p; (Z) = p* (Z) I arată că p* este un homomorfism În final, arătăm că p* este continuu Fie p £ , unde cz ED (A'); să arătăm că p' £ ', adică că p' | C £ * I C Prin presupunerea p |C £ I C, adică există pc E astfel încât pc I C = p I C, de unde p* |C=p'|C, deci p'|C£ '|C (deoarece p*c ') ■) După cum arată Nikolyashpvili (I), gruparea I(A') este izomorfă cu gruparea de omologie Aleksandrov-Cech //■>(,?') Desemnarea ego-ului este motivată de aplicațiile discutate în § USD EL Group (ii') Să scriem pe scurt ( ) Este ușor să vezi asta ( ) dacă oo e Q, atunci pQ = , iar dacă oo e Q' - Q, atunci eu , ( ) ₽r/Z) = { eu-eu, dacă Q sg dacă Q ss sau Q P Z = O dacă Q L ~ O și oo £ D' - și oo £ și oo £ A' - Z și oo £ Din teoremele - și Urmează următoarele afirmații: Teorema Dacă cvasicomponentele Qtl, , Qltl ale spațiului ,'E sunt distincte și oo £ Q atunci măsurile B, p> sunt liniar independente și (iUCllMbl Demonstrarea acestei teoreme este similară cu demonstrația teoremei și II Teorema Fie {QJ o familie de componente ale spațiului T și oo C Qq Dacă aceste componente sunt deschise, atunci măsurile pentru /A= sunt generatoare ale grupului (D-') Dovada Deoarece operația u* este un homomorfism IV(A') pe (A'), teorema rezultă din teorema și II Teorema Dacă spaţiul D' are n + componente, atunci ( ) Dacă LE este compact și are un număr infinit de componente, atunci I(A') = Ko Teorema Sub ipotezele Teoremei , itemul II, subgrupul II al grupului CD') generat de măsurile po este peste tot dens în ((A') Intr-adevar, operatia u' este continua Teorema Dacă spațiul % este separabil, atunci (A') este de asemenea separabil Teorema Teorema a elementului II rămâne adevărată dacă 'W(M') este înlocuit cu UC b') G nish Gripa &x, ^x ti H ( ?, ') Dovada Este suficient să tăiați termenul p(A ) din formula ( ) de la punctul II Teorema Dacă A' este un spațiu compact cu o succesiune infinită de componente Qo, Qt, care sunt toate deschise, cu excepția lui Qo, atunci orice măsură p i( X') poate fi extinsă într-o serie infinită ( ) Н= ^/ н P/ = Șq, Dovada Fie p £ ( V) și p; = / , , + + k/fij Să arătăm că p = Іііп р;- și, în consecință, că (cf I ( )) dacă / - ( ) pZ= lim p,(Z)= ^/e;pz(Z) j -> l - I Este ușor de observat că fie Z are forma Z = Qit + + Qis (unde sau această formă are T - Z (în funcţie de care dintre relaţii are loc: Qo П Z = sau QnczZ) În primul caz p(Z) = p(Q, J + -T [i (Q, J (Z) + (^)> de unde se obţine ( ), întrucât pentru un indice i' diferit de indicii z'j, , este, avem (Z) = ; în al doilea caz oo c (D' - Z) = k fii {%' - Z), -^ prin urmare, oo p (Z) = - p ( % - Z) = k^i (Z), eu eu deoarece RD £' - Z) + p((Z) = p; ($*') = IV Măsuri în continuare În această subsecțiune presupunem că Y este un spațiu metric conectat local care conține X Definiție Fie p?/ extensia măsurii p (r) (?Γ), definită după cum urmează: ( ) p /(//) = p A'(~|//) pentru orice H ^( , )y Teorema p?/ ( /) # Grtsppa OD (DT) Dovada Fie H = |J Ht, unde lh nu este adevărată / pocăi Apoi = p( v l //,) = p?/(//,) II Reamintim că Q?/ prin definiție (vezi Sec , VII) denotă familia de mulțimi I' QQ, unde Q este o componentă a lui Y Deoarece fiecare mulțime ( , I)a/ este generată de componentele lui Y , apoi, conform ), A[po(Z) = p (Z)|^ ^L[^(n)=pG(^)]; De aceea ( ) == Teorema Sub aceleaşi ipoteze ( ) (qi = qJ == nj ) pentru fiecare G deschis, astfel încât A' c(ic Y]; ( ) (Pb) = A(cae 'G) O Dovada Relația ( ) rezultă direct din ( ) și I ( ), iar ( ) se obține prin aplicarea ( ) și I ( ): (p ^) = AI(pIQ ) (W ) ^ lѵ (tsі eshm Fo) ~ s o LV (M( € >'))(K' = pg) = A (pG ^)G)- (J C | G Teorema Extensia pA este un homomorfism continuu H( &) în Y! (U) Dovada Continuitatea pD rezultă direct din ( ); py este un homomorfism, deoarece (Po + PiG ( ) = (po + Pi) (R' A ) = " \u d\u e U ( (/ Z - P / ) + U ( G L R) \u d ( ) + RG ( ) Teorema Maparea anterioară este un homomorfism continuu al lui BH T) în "ICU) Într-adevăr, p'y (DD = p (/A' P ^) = P(- ) fi Capitolul Teorema Dacă G este o mulțime deschisă în 'Y astfel încât &' C Gc y, atunci pentru fiecare p Cu ED (D') ( ) (c°G = uC Dovada Fie / C ( , )?/ Apoi, conform teoremei I, (p G (//) = U ' (G P ) = u (D' P G P / ) = I(D' P / ) = u* (//) Teorema Dacă fiecare mulțime G deschisă în Y și care conține A' este asociată cu o măsură va G ED(G) în așa fel încât ( ) vg!==VG atunci există o măsură φ > ED(M') astfel încât ( ) p° = v pentru fiecare G Dovada Fie / un set fix deschis-închis în Δ' Fie și / * două mulțimi deschise care nu se intersectează în Y astfel încât / = A'P și A' - Z = A'P * Punem G^=H\]H\ Apoi ( , )° Punem prin definitie ( ) |i(Z)=vo( ) În primul rând, arătăm că această definiție este corectă (adică nu depinde de alegerea lui și * pentru Z fix), apoi că măsura u definită în acest fel este cea dorită, adică ) și condiție ( ) este satisfăcut În acest scop, să presupunem că G și G sunt două mulțimi care conțin M' și astfel încât ( ) , € ( , )°', /WC, )°' și D'P , =■ D CI Să arătăm asta (Yu) v ,( ) = v g( ) Fie Go uniunea componentelor multimii G, Π G care se intersecteaza cu D' Conform ( ), ѵ ' = V" I = vp , io M| (acea W? de unde (conform ( ), dacă înlocuim acolo ц pa vo, și Y pa G și, respectiv, G ) ѵ(",(O pi,) USD Gripa W (feu) Prin urmare, egalitatea ( ) rezultă din egalitatea nHi = G (]H Acum să presupunem că C n H, - R e > ; atunci această mulțime conține (cel puțin) o componentă a mulțimii Go (ca submulțime clopenă a lui Go) ; deoarece această componentă intersectează Y, atunci A' Π Go H\ - H->Q, ceea ce contrazice ( ) Acum hai să arătăm asta destul de aditiv Setăm ZO = CE - Z și Z = IJ Zh unde Zt sunt disjunse și deschise în TE (/m > ) t Astfel, există (cf Teorema din § , XI) o familie {Π t} (unde t poate lua valoarea ) de mulţimi neintersectante deschise în Y n astfel încât ,T' (] Ht = Zt Fie G = (J Ht Atunci TE Gi, mulțimea (G) și relațiile extGoG formează un spectru invers observa asta extcoc, [exto G, (v)] = ext oG| (vG|) = (vG^° = va° = ext oGj (v), conform teoremei și ( ) Prin urmare, teorema implică următoarele Teorema ) (TE) == Lim ( ) (G), extGoG ), unde G de la-la p' a G(=>Gi acoperit și TE cu: G cu U Capitolul Grupuri &rt și JÎ ( TP Izomorfismul dorit, care este în același timp un homeomorfism, se va obține dacă fiecare este pus în corespondență element de răspuns (u ) recesiune G Teorema Teorema rămâne valabilă dacă ZED este înlocuit cu ED Această afirmație decurge din Corolarul CAPITOLUL CATEVA TEOREME PRIVIND NECONECTIVITATEA SFEREI Yn § Probleme calitative I Polilinii în D Orice arc format dintr-un număr finit de segmente rectilinii se numește polilinie Teorema Orice pereche de puncte din zona Raft" poate fi conectată în R printr-o polilinie Dovada Fie p un punct fix al lui R Trebuie să arătăm că mulțimea P de puncte care poate fi conectată la un punct p al unei polilinii conținute în R este deschisă în R (și deci coincide cu R) Dar aceasta este o consecință evidentă a faptului că, dacă punctele x și y aparțin bilei (n-dimensionale) conținute în R și dacă unul dintre ele aparține lui P, atunci și celălalt punct aparține lui P Lema Fie c un număr fix astfel încât ) Atunci există un homeomorfism f astfel încât f(P)^-P, I {! )=s-n și f(x) ~= x pentru x £ Fr(/>)UM (l- înseamnă punctul (х,, ѵ")) Dovada Fie vx cel mai mare dintre /r - numere i, eu chl I; ( - s) I xp I: (I - s), unde u este determinată de condiție Punctul (//,, //,i) = /(-Vi, , v") este definit după cum urmează mod: (/c, /L>) este un punct al cărui argument este egal cu y {a, vx), unde a este argumentul (zu, ,v ); în plus, st-= x:i, //" = v"; în cele din urmă, f( ) = Să fie dat un sistem de u - numere x°, , x"; prin P o și notăm secțiunea P, constând din punctele l'i, xn, xl ■■■xn astfel încât x - x({, , x/( = ,ѵT Mulțimea punctelor P o <> astfel încât dat în prealabil), va fi notat cu Р p p W Este ușor de observat că x este constant pe măsură ce x trece prin P o o Prin urmare (cf (i) și (ii)), / este un homeomorf-* fizica acestui set pe sine Pe de alta parte, P-UP,, unde uniunea este preluată de toate astfel de sisteme x xnti ce I x K - s, I xn K - s, un număr astfel încât dreptunghiul (n-dimensional) P definit de condiții - e -D X\ -D c + c, I ,v I D' e, | xp | id e, nu se intersectează cu arcul aaat at % Să presupunem c + e= ; atunci în lema putem pune E = am {am și N = P n și notăm cu M continuarea rectilinie a segmentului a, n "mi de la punctul am t la Ec Fie / homeomorfismul considerat în Lema ; notăm cu h maparea lui D" pe c", definită după cum urmează: f(x) = f(x) pentru x e P, A(x) = x pentru x > tf' - P Deoarece f(x) - x la granița lui P, rezultă că h este continuă și, deoarece f(P) = P, atunci /r este un homeomorfism al lui şi Q{l Prin urmare, există un continuum care leagă p cu Qo în S - (//, U ••• U //, ) cz S - /A Astfel, lema este demonstrată Fie bn bila E [I ] X în Gn să fie un continuu, astfel încât = f (p ) = pn, f~'(ps)=*Q , ') Teoremele - cf Borsuk [ | mier de asemenea Borsuk [ ] și Alexandrov [ , p ] d) Vezi Mazurksvnch [ , p ] § !> Probleme calitative și / IS - po - Qq - homeomorfism; atunci setul B = (L) satisface condițiile lemei Fie C un continuum astfel încât Po £ C cz S B și SP Qo Atunci f(C) este un continuum care conectează punctul pN cu punctul ps în (ip - A De aici rezultă că niciun set de dimensiune - nu taie B" între două puncte u și A, deoarece nu taie mingea cu centrul (a + b) de diametru | a - b | între a\\b În cele din urmă, fie R un domeniu în cf"; a, b e R și dim R m - Prin teorema a articolului I, există un domeniu R' C R care este homeomorf la AA o mapare continuă Următoarele condiții sunt echivalente: (i) / ~ (adică homotopic la unitate)-, (ii) f admite o extensie la (i) Fie p(c Ф? este o funcție continuă și (f | cz f, deoarece Y Dovada Este suficient să punem f* (x) = f (yd) pentru #= x £ n Lema Fie R un domeniu în Φ? n, p, q Y o extensie continuă a lui f |Fr(/?') Este suficient să se stabilească f /g(x) pentru r(x) = Eu f(x) pentru x£RR\ Teorema Fie F = F sYi și /: F -> Rp, atunci există o extensie continuă f*: &n - E -> FA , a hărții f Dovada Deoarece ,r \ este un retract de vecinătate absolut, f admite o extensie u la o vecinătate a lui F și, în consecință, la un poliedru care conține F Astfel, există un complex (nesingular închis) Tb , Tr astfel încât = T și U U Tm U ••• U A și dim T j = n, precum și o extensie continuă fp P -> afn~x a mapării /, unde P = 'i U • • • U fm Fie Q = Fr(Tm+ ) U (J Fr Tr Atunci dim Q nj) o extensie y: Tj - a/-* Funcția f care coincide cu f pe P UQ și f , y pe Tj - ap , , r, este o extensie continuă a lui f și D: Astfel, prima parte a teoremei este demonstrată Fie B = (b , , bk) o submultime de n, tp , , bk) este un domeniu (comparați cu Teorema I); fie (conform teoremei ) /?' - o astfel de regiune încât bti, , R\ R' st /?" - ( , , ft), R -% și Fr (/? ) , D eu " " Prin teorema hf-'i-(/?')! n-\ a mapării )' I Fr (Rj) Dar atunci funcția g" care coincide cu d' na " D, - Rj - B și de la h la Rr ar fi o extensie a lui f la U D, care imposibil Dacă presupunem că k = , atunci / - (| și, în consecință, g: &', - bu-> ^^-\ ~ mapare continuă; prin urmare f ar admite extensie la întreg spațiul (prin teorema ) ) Pentru a demonstra (iii), presupunem, în conformitate cu teorema , că g | Fr (Rj) are o continuare D: Rj - pr -> a p l Notăm cu /' funcția care coincide cu g pe & ,, - (Până la U IIIDD și de la D pe Rj - pj pentru / = , , /r Teorema (Borsuk )) Pret Γ = /•' cz a? n , (conform Teoremei (ii)) ') Vezi nota de la pagina USD Teorema Dacă niciuna dintre mulțimile închise Fo și I-y nu taie - functia continua si J sf \ Mulțimea F este o tăietură ireductibilă între p și q dacă și numai dacă f | F qt nr Cu alte cuvinte, condiția: F este o tăietură între p și q, în timp ce nicio submulțime A = AczF =#= A este o tăietură, este echivalentă cu condiția: f \ FcfeA, în timp ce f I A ~ pentru fiecare R = A cz F =/= A Aceasta este o consecință directă a teoremelor și de la punctul II Înlocuirea Dacă p = și q = ps, atunci funcția f poate fi înlocuită cu funcția r din Corolarul și II TEOREMA ) Fie F = F=A= din n Următoarele condiții sunt echivalente: (i) F este o tăietură ireductibilă între două puncte; (ii) F este limita comună a două componente ale mulțimii vfn - F; (ii) există o funcție continuă F -> a?, ^ astfel încât f cF \- psir, Dovada, (i) = (іі) rezultă din teorema din § , V, iar implicația (І)=Ф(ІІІ) rezultă din teorema I Rămâne să arătăm că (ііі)=>(іі) Fie F -* AC, r ^ o funcție continuă ție astfel încât / qfc Deoarece / qt , există două com-ngpr popenți ai mulțimii SFn - F astfel încât /|Fr( ?;)qfcl pentru / = , (cf II, (ii) și II, (ii)) Atunci F = Fr(Ă\), deoarece în caz contrar / |Fr(/?,-) ~ , conform condiției /' qfc itup Pentru n = ' , ipoteza că mulțimea /''oGPh este goală poate fi înlocuită cu condiția ca aceasta să fie conectată Vezi § , , Teorema (> Pentru u , Teorema II rezultă din unicoerenţa lui Fr(G) o retragere Setarea r(x):\r(x)\ pentru x e G, x : I x I pentru x e Gn - G, definim retragerea Reme § , ІІІ Teorema Dacă A este o retragere a unei submulțimi compacte F a spațiului cFn, atunci numărul de componente ale mulțimii CF"' - A nu depășește numărul de componente ale mulțimii A o retragere și R o componentă a lui R" - A Atunci Fr(/?) cz A De aici rezultă că R - F^=Q, deoarece altfel r| R ar fi un retragerea lui R pe А А R = Fr (/?), ceea ce contrazice teorema Astfel, un punct pR(zR~F poate fi pus în corespondență cu mulțimea R Fie Qw componenta D" - B care conține pR Deoarece se demonstrează teorema A doua parte decurge din prima pe baza teoremei Teorema Dacă A este o retractare de vecinătate absolută compactă situată în p - [th (G) și L (P)] = [M - A (P)] și [YV - h (P)] = \u d [M - /g (P)] U V- Mulțimea FU Р nu este o tăietură (deoarece regiunea R este complementul ei); //(PUP) nu este, de asemenea, o tăietură Cu alte cuvinte, setul [M - h (P)] UN este conectat Deoarece mulțimile M - h(P) și M sunt separabile (deoarece Li și M sunt astfel), una dintre ele este goală Deoarece M , atunci M - h(P) = O, de unde rezultă că LI cz/i(P), și deci M ⩽ Іi(P) (conform ( )) Astfel, mulțimea A(P) este deschisă ') Pentru /r = teorema a fost stabilită de Piöpflies [ ] Cazul general cf Lebesgue [ , p ] și ] |, Sperner [ ] și Eilepberg [ , p ] Capitolul Deoarece h(p) £ h(/') cu h(G) C Ii(A), rezultă că Ii(p) este un punct interior al mulţimii A(A) Cometariu Pentru un continuum D conectat local, invarianța conceptului de tăietură închisă implică invarianța conceptului de punct interior Dovada Deoarece M' conține un punct care nu-l taie (cf § , IV, Teorema ), din invarianța tăieturii rezultă că niciun punct din M' nu este o tăietură Prin urmare, există (cf § , III, Teorema ) o mulțime închisă Η astfel încât p ⊂ Int(/ ) C G și mulțimea Η = M' - Η este un domeniu Fie P componenta punctului p în Int(Z ) și F = H - P', atunci condițiile ( ) sunt îndeplinite și demonstrația anterioară rămâne valabilă (dacă e?n este înlocuită cu D) Adăugăm următoarea afirmație fără dovezi *) Teorema I Fiecare mulţime numărabilă densă în cfn este echivalentă din punct de vedere topologic cu mulţimea punctelor raţionale сР există un sistem de n puncte ortogonale p pn astfel încât f(pt) = = f(Pn) = f( ~ PnY) În cazul n = această teoremă a fost demonstrată mai devreme de Dyson ) Pentru fiecare funcţie continuă f: a lui n -> cP există un sistem de n + puncte ortogonale pn, pn astfel încât f(pn)= =f(pn) ) Dacă sfera &n este acoperită de (/r + ) mulţimi închise, atunci cel puţin una dintre aceste mulţimi conţine o pereche de puncte diametral opuse |) Scopul altor generalizări ale teoremelor menționate mai sus este următorul: (i) înlocuirea sferei cu un spațiu mai general (înțelegând transformarea antipodă ca o involuție continuă) ); (ii) înlocuiți transformarea (cu o singură valoare) f cu mai multe valori ); (iii) aplicați aceste teoreme (de exemplu, teorema antipodului) spațiilor topologice liniare (de dimensiune infinită) ); (iv) extindeți teoremele despre spațiul Φ?")' " la spațiile (â fc)qZn pentru k "Cii (problema lui Knaster) ) § , Probleme cantitative Înmulțirea cohomotopică Teoreme de dualitate I Introducere Punem == , astfel încât Oi-ZP)]; în mod similar, împărțirea este indusă prin împărțirea numerelor complexe diferite de zero Dacă n > , această procedură nu este aplicabilă, deoarece nu există înmulțiri de puncte în n) poate fi obținută ca înmulțire a funcțiilor multiplicative ') Cometariu Dacă X este compact, atunci componentele spațiului e > n sunt conectate în arc (Teorema , § , ІІІ); cu alte cuvinte, ele coincid în clasele de homotopie În acest caz, grupul K(a?'*) se numește a n-a grupă de comomotopie a mulțimii X (notat cu "(X)) ) În plus, dacă X este compact, atunci VdeT'm) coincide cu grupul de coeficient ФХ în raport cu grupul de funcții homotop la unitate (cf § , I) A se vedea, de asemenea, Observația , punctul VII II Formularea problemei Fie ( o mulţime de elemente arbitrare şi f • g (sau, pe scurt, /'g) o operaţie definită pe unele plăci /, q elemente gi, atunci în condiția că aceste lucrări există, (iii) pentru pentru fiecare f există o pereche g, h astfel încât g =* h ~ : /, gh ■- ; (iv) din f " g rezultă că (I ; /') ( : g) În aceste condiții, înmulțirea fg induce înmulțirea claselor de echivalență, astfel încât mulțimea acestor clase, pe care o notăm cu (£ ), formează un grup abelian Mai precis, multiplicarea claselor de echivalență este definită după cum urmează: ( ) ( ' = Γ | •>);) = [există astfel încât (ft - / ) G o]-Edpience al acestui grup este k,h, conținând identitatea mulțimii £ Elementul : G este clasa care conține elementul f, unde / este G Omitem demonstrarea simplă a acestei teoreme Notaţie Pentru f £ (fs> ft) și m-f sunt definite Este ușor să arăți asta ) fiecărei perechi f, g £ ) și (y) sunt valabile pentru toate elementele d dacă semnul = este înlocuit cu semnul ~; ) afirmația (ii) are loc indiferent de existența lucrărilor cuprinse în ea; cu alte cuvinte, relațiile de echivalență pot fi multiplicate (și împărțite); ) /•(! :/)- -x Fixând Ll - ePii, este ușor să arătăm că condițiile (a) - (e) sunt îndeplinite dacă prin înmulțirea funcțiilor f și g înțelegem înmulțirea funcțiilor multiplicative (definite la punctul I) Pe de altă parte, presupunem că f " g înseamnă că funcțiile fug aparțin aceleiași componente a spațiului (adică aceluiași element al mulțimii K(^n)) Să arătăm că dacă înmulțirea f • g și relația f ~ g sunt înțelese în modul indicat, atunci condițiile (i)-(iv) sunt îndeplinite pentru fiecare X C X'r (n ) În special, condițiile (i) și (ii) pot fi formulate după cum urmează (dacă în loc de spațiul S?* considerăm un spațiu cu Xczcf,'t + I, care nu duce la diferențe esențiale; cf V, Teorema ) Să presupunem că ( ) ^"V^" = [^"X(l)]U[(l)X^n], ( ) = = [^"X^X(I)]U[^X( )X^"]U[( )X^X^], ( ) Г" = [^X( ) X( )]U[( )X Y o funcţie continuă Atunci există o funcție continuă f"; & -> (Y - G) astfel încât = dacă f(x)țy - G; deci f'-f- Dovada ) Fie Z" = /"' (G) și F = Z" - (G) Deoarece dim(^'* * -FXr - , există (cf § , IX, Teorema ) o extensie continuă g; A" -> G a mapării f\F astfel încât dim gGE" - F) ^ r - Astfel, există un punct p ∈ G - g ( Z'* - F) Fie (y) să notăm proiecția punctului y e G în G - G din punctul p (G este identificat cu Hz) Punem f(x) = rg(x) pentru x £ Z" și Γ(x) = /(x) pentru xC-Z -(G) Teorema În aceleași ipoteze despre FF, Y uf, fie P = (pi, Pm) o mulțime finită de puncte la care spațiul Y este local euclidian (de dimensiunea r) Apoi există o mapare continuă f; FV -> (Y - P) astfel încât f * f Dovada Această afirmație pentru n - decurge direct din teorema Să presupunem că este valabilă pentru ni - ; atunci se poate deduce din teorema dacă Y este înlocuit cu Y - (pi, , pm ,) IV Proprietăți suplimentare ale sferei Folosind notația ( )-( ) de la elementul II, putem obține următoarele teoreme ): Teorema O mulţime este o deformare retragerea multimii &>n X n - (p) pentru fiecare punct Teorema Mulţimea e? n V n V este o retragere de deformare a mulțimii n X n X n - (p) pentru fiecare punct Teorema ) Dacă Flt F , F^ sunt cei trei termeni din partea dreaptă a formulei ( ) din punctul II, atunci mulțimea n este o retragere de deformare a mulțimii EE " V n\/ n - (pp p , p ), unde pt £ F{ - L Mier Gurevici și Walman [ , cap VI, §I] Și Demonstrațiile teoremelor I și vezi Spanier [ , p ] mier Borsuk [ ], *) Cf Borsuk [ ] Capitolul Dovada Ținând cont de Teorema , este ușor de arătat că F{ f~] (/-'/ (J Fk) este o retragere de deformare a mulțimii Ft - p{ (unde i Y= j #= k Y= i) Deoarece F} - pr fi o retractare de vecinătate absolută, fie (cf Teorema § , IV) /> Г - U: i ~ Р,) XV - > (Рг - р{) este o funcţie continuă astfel încât ht(x, ) - x, ht(x, ) C Ft Π (Fj (J Fk) pentru fiecare x, ' ht(x, f)~ x pentru xSAJ/U/x) și Punem h(x, t) - hi(x, t) pentru x £ Fi - pt; de aici rezultă concluzia dorită, întrucât = U FittiFjU Fk), unde V Grupul ( [^n X n~(p) (conform Teoremei , itemul IV), apoi prin Teorema din § , IV există o funcţie continuă f; deci f* cf Fie pi £ Ft-FXn, z=l, , Prin teorema și III (unde r = n) există o funcție continuă i|/: X -> [Yn Y XXn y Y ^n - (Pi, Pb P )]> astfel încât i|/~φ' În sfârşit, prin Teorema , § IV, din Teorema din § , IV rezultă că există o funcţie continuă cp': X -> T!Xn astfel încât φ' ~ φ' $ Probleme cantitative Teorema Fie cp = (f(l, fi) €(^>i V ^n)x, Φ = (£o li) ∈ C ( (cu respect la n X o 'n) Dovada Să presupunem mai întâi că cp ~ mp și să arătăm că fofi-gogi- Prin presupunere, există o funcție continuă li: XXX c£e'n X &ln astfel încât ii(x, ) = cp(x) și h(x, ) = φ(x) Fie p^(^TnX ^Tn)-(^Tn * c^n) Deoarece dim(XX tf) [r^n X&'n - (p)], unde A*(x, t) = h(x, t) dacă h(x, t) £ De aici rezultă că K(x, ) = /i(x, ) și /T(x, ) = A(x, ) Astfel, funcțiile cp și φ sunt homotopice față de mulțimea η X - (p), și deci (cf § , I, Teorema a) față de mulțimea η \ j n, care este retragerea acesteia (conform cu Teorema , punctul IV) Prin urmare, există o funcţie continuă a: XXX " V astfel încât a(x, ) = cp(x) = [f (x), fi(x)], a(x, ) = φ(x) = [gb(x), gt(x)] Fie a și a coordonatele lui a, adică a(x, t) = [a°(x, t), a'(x, - Deoarece funcțiile a și a sunt multiplicative, putem pune P(x, t) = a (x, · a' (x > - Deoarece înmulțirea punctelor p • q este o funcție continuă pe & n este continuă În plus, ₽(х, ) = fo М • fi (х) și (х, l) = â' (x)-gI(x), iar asta înseamnă că fo • fi - ?o • Considerăm cazul general când n este o funcție continuă, deoarece />=!:/> pentru P ∈ e^/i П • Mai precis, k: X-> c^' este o funcţie continuă, întrucât din p £ rezultă că ( : p) ■ Şi întrucât mulţimea de t ~ retragere absolută, apoi Ir ~ Fie a °n o mapare astfel încât φ( &' n\/ & " este continuă Într-adevăr, I/(De&n\ =>|( : f (A)£^, ] =>[f( : f (A) -I]-g [h(A = ], I/'(A £ pZ I [f/(-D = ]=^[d-(D = ) Rămâne de arătat că gh ~ și, în consecință, că gh ~ /r Amintiți-vă că [ a[( :/(D ), /] dacă DDE^" Este evident că u-XX e n este continuă În plus, (i) dacă /(x)C o/A, astfel încât /i(x, ) = /'(x) și /i(x, ) = g(x) Punem /r(x, Δ = ■ h(x, /); atunci /r este o funcție continuă și /r(x, l)=l:g(x) În cazul general, când f ~ g, fie F o submulțime compactă a lui X Atunci (f I /-') ~ (q| /•'), de unde rezultă, așa cum tocmai am demonstrat, că ( : /) [ F ~( : e)І F Deoarece F este o submulțime compactă arbitrară a lui X, din Corolarul a al § , VIII rezultă că ( : f) " ( ; g) Teorema Dacă dini X n - , atunci K( eXn+] (cf § , IV, exemple) avem ( ) unde f(x) = f(x): | f(x) | Mai mult, să presupunem că cp G (^n+i)X; atunci cf ~ cf £ -> Y- Și f ~ (p £ Wn ■ Mai întâi, rețineți că dacă FcX și f și ft sunt multiplicative, atunci ( ) (!■> = b • A) => (A IF) = (ln]F) - (f IF) Fie cp = (fG, fijGGV, Prin urmare, prin teorema G ~ n- " o AW yd go (d en (d /o Do D|' ■ I / o ( V) I ' I / T (x) I - "o (X) I ' ' deci f • fj ~ DL) • g} Să luăm acum în considerare cazul general când cp~f Deoarece pentru orice submulțime compactă F a spațiului X avem O;,! /a(ftmwe g "-ai/;) şi, conform ( ), (fn • f,)| /■' ~ (q • qD |F Prin urmare, prin Corolarul a § , VIII fo- f( ~ q - dr, ZG Capitolul și Demonstrațiile corespunzătoare se obțin ușor din ( ) VI Grupul pentru Xcdc" și n^ În acest moment noi să demonstrăm că C( ?*) este un grup topologic dacă înmulțirea elementelor sale (numită înmulțire comotopică) este definită prin formula ( ) de la punctul II În primul rând, demonstrăm următoarea afirmație: Teorema C( P*) este un grup abelian Dovada Pentru n și o submulțime arbitrară X a spațiului cfn, precum și pentru n = și diin V > , teorema rezultă din teorema a articolului V (unde se cere ca dim X > n - ) Rămâne de demonstrat Teorema , elementul V pentru n = dacă X este o submulțime tridimensională a lui o' În primul rând, luați în considerare cazul în care X este un continuum elementar, adică X are următoarea formă: ( ) X = ^ -(^u UO Rt A Rj = pentru i^i, unde Ro, Rm sunt containere deschise (tridimensionale) Fie C uniunea suprafețelor Fr(/?,), Fr(Rm) și arce disjunse în perechi care leagă fiecare dintre aceste suprafețe cu următoarea Lăsa ( ) Ф = (fo, /i) € (^° V Ф - (go, Si) € ( X astfel încât ( ) φ cz φ' £ ( ( este un homomorfism Cu alte cuvinte, ( ) (G, • G )| F =(Г,|F) • (Г |F) și (Г,:Г )|/ - =(Г,|F): (Г |F), G shin !> Peknichiіііе teoreme despre nesn;і:н>etіі efera g-U, adică (vezi notația II, ( ) și ( )) ( ) (ft ■ "(L IF) ■ (D! /•') n (L: D)І /•' - (І\ I /•'): (ЛІ /•')• Document s ;ite lsv despre Fie u (T| · T ) I F Atunci există / (T,-U astfel încât g = f\F Prin urmare, /~A = A-A-unde LH, n A T De aici rezultă că ( cf V( )) A /•' " LI C = (/, IF) ■ (f, I /•'), deci A /•' e (l'i [F) • (G /••) Astfel, se dovedește includerea părții stângi a lui ( ) în partea dreaptă Invers, fie g £ (Γ, | /•') • (Γ | /•') Fie și Λ două funcții multiplicative aparținând respectiv lui Γ| și G Apoi g " (Al F) ■ (ЛІ/•') = (/!• D) I/', de unde D (Г|• Г |/•') Aceasta completează demonstrația teoremei Amintiți-vă notația Spa/-" folosită în § , IX (pentru compact Fn și /g): SW(A) = A| pentru /-os/f și ,\ C(X') Conform teoremei , harta C(Φ^n) -> fr(eY>,/? ) este un homomorfism Mai mult, prin Teorema din § , IX această mapare este continuă Din aceasta, în virtutea teoremei din § , IX, rezultă următoarele: Teorema fr( ) și aplicăm inducție pe n i ) Dacă w = , atunci - X = Ro și, în consecință, complementul lui X este conex Atunci /~ , conform § , Teorema , II ■) Pentru demonstrarea primei părți, vezi Borsuk [ , p Pentru demonstrarea celei de-a doua părți, care se bazează în esență pe teorema lui Brouwer (asupra gradului de mapare), vezi, de exemplu, Stprod n Eilepberg [ | sau Hilton |I, p , Teorema (>[ Toate dovezile cunoscute ale acestei părți a teoremei lui Brouwer folosesc topologia algebrică \) Cf Kuratovsky | |, I'ranas [I, cip (>J Capitolul R Câteva teoreme despre deconectarea sferei ; să presupunem că teorema este valabilă pentru m - Fie dm = R, lt-Rm și СІП i = FA p - (Ro UU Rtn-i) - Prin teorema , există un număr întreg astfel încât ( ) f(x) ~ (x - pt)' " pe Lt Punem V = f • (x - p, n) m Fie £(; r Cu alte cuvinte, ( ) g(x)~ f(x)-(x-pt) k" pe Cm Conform ( ), p ~ pe Am, deci p ~ pe A,a Prin urmare, prin Teorema din § , II, există o funcție continuă Cm U Rm -> eAn astfel încât p C p\ Deoarece C,n U Rm = atunci p: SFAn Deoarece teorema noastră este valabilă pentru m - (prin presupunere), atunci ( ) g'(x) = "(x-p,)" • (x-p, pe Deoarece £*(x) = g'(x) pentru x e C, n, rezultă din ( ) și VI ( ) că ( ) p(x)~(x-prf' • • (x - pm i)fe", la art Astfel, relația ( ) se obține prin împărțirea ( ) și ( ) Teorema Fie F o submulțime închisă a lui X care separă fiecare pereche de puncte a mulțimii FAn - X, care este separată de mulțimea X Fie f: X -> FA n o funcție continuă Dacă f ~ pe F, atunci f ~ pe X În special, dacă f ~ pe Fr(X), atunci f ~ pe X Dovada Lăsa /? este o componentă arbitrară a mulţimii FAp - X Deoarece FA n - X cu FA n - F, există o componentă T a mulţimii FA n - F astfel încât R c ' De aici ( ) R = T - X Într-adevăr, dacă p FT - X - R și qg ?, atunci punctele p și q sunt separate de mulțimea X și nu sunt separate de mulțimea F, iar acest lucru contrazice presupunerea noastră Deoarece f|F ~ prin presupunere, există (conform Teoremei din § , II) o funcţie p astfel încât ( ) § Probleme cantitative Sa punem ( ) ( g(x) PENTRU L- &p - m, Іі(х) \ f(x) pentru ѵСХПТ Aceste condiţii sunt consistente, pentru că ( % este continua, iar din moment ce complementul multimii e?n - R este conexa (coincide cu R}, atunci /r prin Teorema § , II De aici rezultă că , Ce ( ) f~l pe Fr(K)> întrucât din incluziunile Fr( ?)c=X şi Fr(R) ed R ed T rezultă (conform ( )) că f(x) - /r( v) pentru x e Fr(K) Deoarece ( ) este valabil pentru fiecare componentă R a mulțimii -X, prin Teorema din § , II, f ~ pe X TEOREMA În ipotezele teoremei (unde &n - X K ) elementele x - plt x - p , ale grupului K(^^) sunt liniar independente Cu alte cuvinte, este valabilă următoarea implicație ( ) I(x-Pi)* - -(x-pj'' ~ pa x|=> =>[/r( = , , k", = ] Dovada Luăm în considerare mai întâi cazurile în care X este un continuum elementar (cf VI( )) Deoarece Am = Rm - - RmcX, atunci prin presupunere ( ) (x-p,)* • (x - pm)km ~ pe L, " Pe de altă parte, întrucât punctele pj, pj , p, u ( aparțin mulțimii (conectate) eT'n - Rm, atunci (cf Teorema § , II) ( ) x - p( ~ , , x - pn~\ pe Rm, și deci pa A,n Pe baza ( ) și ( ) (x - pm^m ~ pe Am Prin urmare, conform teoremei , fm = (deoarece Am este suprafața bilei R, n) Astfel, pentru cazul în care X este un continuum elementar, se demonstrează teorema În cazul general, închidem fiecare punct unde = , , m (pentru un ip dat) într-o bilă Qi c= K și considerăm Capitolul continuum elementar X' = & n - (Q, U • • • U B o mapare continuă pe astfel încât (i) /;[Fr(A)] = Fr(B), (ii) /i [Int (A)] = Irit (B), (iii) contracție /g | Fr(A) este unul la unu Mai mult, să presupunem că mulțimea - Fr(A) are un număr finit de componente Atunci mulţimile n - B şi FA n - A au acelaşi număr de componente ) Următoarea teoremă aparține aceleiași game de idei: Fie A și B două submulțimi compacte (T , B o submulțime închisă a lui A și /r: A -> B o hartă continuă pe pa astfel încât F este mapată pe Fr(S) într-un mod unu-la-unu În aceste condiţii, numărul de componente ale mulţimii bA n - B este mai mic sau egal cu numărul de componente ale mulţimii &n ~ A ) Să adăugăm că condițiile (i)-(iii) sunt echivalente cu condiția (iii) în combinație cu următoarea condiție: (iv) h [Fr (A)] f) h [Int (A)] = O ) ') Vezi Kuratovsky [ | ) Cp aceste condiții cu acele condiții care definesc mapările "dispărute" (de mulțimi deschise) în sensul lui Sitnikov ||] :|) Dacă A și /Γ sunt poliedre topologice, atunci această proprietate de invarianță se extinde la toate numerele Betti de dimensiunea ∆n - I (cu coeficienți raționali) I Despre transferul teoremelor corespunzătoare la topologia algebrică, vezi Borsuk și Kosinsky [ ] și Kosinsky [ ] ) Vezi Kuratovsky [ , p ] ) Vezi nota *') A se vedea Michael J [I] pentru dovadă Condiții suplimentare în care rezultă din (i)-(iii) că A este un homeomorfism, vezi Wyburn [ , p ], McOley [I], Meister și Olech [I], Pentru cazul dimensiunilor mai mari, vezi Cronin și McAlne [I] $ Probleme cantitative VIP Teoreme de dualitate pentru compact Xc'Y!! (n^ ) Fie Y = c fin~X Să atribuim fiecărei componente Γ a spațiului o măsură pSE'I(Y), pe care o vom numi multiplicitatea lui Γ (vezi § , ІІІ) Fie r este o funcție continuă Tinand cont folosind Teorema , elementul VII și reprezentând f sub forma VII ( ), setăm prin definiție (B = Pentru *> •••) și numiți-o multiplicitatea față de f Deoarece, evident, înmulțirea este invariabilă în raport cu relația, putem scrie Deoarece submulțimea deschisă-închisă H a mulțimii Y poate fi (unic) reprezentată ca H = •••, unde p> , conceptul de multiplicitate poate fi extins extinde la toate Η £( , )k prin setare ( ) Єг = pRj Y + р/? G + Prin multiplicitatea Γ, notată cu pΓ, înțelegem funcția care atribuie fiecărui Η £( , )k întregul Γ//Γ definit de condiția ( ) Este ușor să demonstrezi următoarele TEOREMA sF este numărul algebric de zerouri și poli ai părții drepte a formulei ( ) din punctul VII care aparțin lui H, unde f este un element arbitrar al lui Γ Teorema Dacă X este o submulțime compactă a lui ^n, atunci ( ) Mai precis, izomorfismul unui grup pe (K) este definit se determină atribuind fiecărei componente Γ mulțimea multiplicității sale pΓ Dovada Este ușor să arăți asta (o (tsg) el (y), (ii) p, este un homomorfism, adică p(tj, tj) = p(tj) + p(tj, (iii) harta p este unu-la-unu, i e (T = Tj) = (pT -pTj), cu alte cuvinte, fiecare Γ este determinat de multiplicitatea sa Capitolul Rămâne să arătăm că pentru o măsură dată ѵ(DL(Y) există Γ £ (ηp^*) astfel încât p, Γ = ν Dar pentru aceasta este suficient să stabilim r^sG-^ DdG-^ - unde /r; = ѵ(/?;) și x-pi denotă componenta spațială care conține funcția x-pL TEOREMA Dacă F este o submulțime închisă a unei mulțimi compacte Xczef'\ atunci pentru fiecare Γ > I'Δc > Δ avem ( ) (IG)o = u(G|P, unde G -" nF Dovada Pentru / C ( , )° (cf § , IV ( )) avem ( ) (IT)O(//) = (|iT)(//A T) = întrucât (cf cu teorema ) numărul algebric de zerouri și poli ai fiecărei funcții aparținând AND și // P U, unul și același (căci niciunul dintre ei nu aparține lui L") Din aceasta rezultă direct Teorema În aceleași ipoteze, următoarea diagramă este comutativă: cl| ||C' О(G) ' Probleme cantitative Dovada Este suficient să aplicați teoremele și VIII și § , VII, ținând cont de următoarele afirmații: (i) S/ -, este un homomorfism al unui grup într-un grup (Ge > n) (Teorema i VI); (ii) exіb'dl este un homomorfism al grupului I(Gj) în grupul t(G ) (§ , IV, Teorema ); (iii) pentru fiecare F, operația φ este un izomorfism al grupului B (//>',,) asupra grupului k unde Gt = ( ) |iG = kfii, unde kt = pQ r și p; = Pq , cu alte cuvinte, ( ) cG = lim o, unde o =/r r" + +/r r /->("■' ' * '*/ Prin teorema c IX PQ = u(x - p;), iar din moment ce u este un homomorfism, rezultă ( ) ST; = p, [(x-P /' • • (x-DDD Deoarece harta φ este, în plus, un homeomorfism (prin teorema ), din ( ) și ( ) rezultă că G \u d Lim (x - Di) * • • (x - p /) H / -> oo de unde rezultă egalitatea ( ) CAPITOLUL TOPOLOGIA AVIONULUI § Probleme calitative I Spaţii Yanishevsky R' se numește spațiu Janiszewski dacă - este un continuum conectat local cu următoarea proprietate: ( ) Fie Co și C\ două continuumuri a căror intersecție CaCC[ este deconectată; apoi unirea C )C| este o secțiune a spațiului Teorema Pentru un continuum conex local, proprietatea T ( ) este echivalentă cu următoarea proprietate: ( ) dacă R este un domeniu, atunci Γ - R este contractibil în raport cu Dovada ( )=>( ) Fie R o regiune Conform teoremei din § , I, este suficient să arătăm că fiecare componentă C a unei mulțimi X - R este contractabilă în raport cu o După teorema din § , Іп este mulțimea :'-C este un domeniu În conformitate cu teorema din § , III, lit oo C=P(^'-/?p) R,cR cz , n~- unde Rn este un domeniu și R' - Rn este un continuum conex local Conform ( ), continuumul Δ' - Rn este coerent și, prin urmare, este contractibil în raport cu & (prin Teorema din § , III) De aici, pe baza Teoremei § , I, rezultă că C este contractibil în raport cu ( ) => ( ) Dacă Cn și Ct sunt două continuumuri astfel încât D' = (CoU C J este un domeniu, atunci mulțimea C )C| este contractibil în raport cu P LI = , fie C|PL^= Astfel, unul dintre elementele ciclice C\ și C> satisface condiția ( ) Rămâne să arătăm asta ( ) l P /; Se notează cu V și ІИ unirea tuturor elementelor ciclice C astfel încât С П А Ф sau, respectiv, С П С = Prin Teorema din § , II, mulțimile |/ și W sunt continue, prin urmare, sunt complet conectate în arc (conform Teoremei § , II); deci V și W sunt un continuum (cf § , I, Teorema ) Repetând argumentul anterior, putem stabili că |/ P este format din toate elementele ciclice ale lui C astfel încât ( ) S P K = F S P L Mai mult, deoarece A) U C este un continuum (conform ( ) și ( )), mulțimea C P (A) JL) este de asemenea un continuum (conform § , I, Teorema ') Apoi din ( ) și ( ) rezultă că C P(A IJ iv) = £= Cu alte cuvinte, I P W =/ U/ Hak deoarece mulțimile A și / sunt goale (conform ( ) ) ) și sunt închise (conform Teoremei din § , II) și întrucât V П U este un continuum, relația ( ) este satisfăcută Corolarul Fiecare dendrita este un spatiu Janshievsky Aceasta rezultă din Teorema din § , VI Capitolul K) Topologie plană II Subcontinuumuri conectate local ale sferei ; atunci există cel mult doi termeni ai Ln astfel încât ( ) L"f] Li ni L,"#=(", b) P ->S Dovada Să presupunem că acesta este n și că există trei indici n, să zicem , și , care îndeplinesc condiția ( ) Să considerăm curba = L |J Li U/-r presupunem că există o mulţime infinită de indici k astfel încât Lk - a -bc [)A Prin urmare, Lim cz / () = Do U Lu U T|, și deci (L - a- b) fi Lim L,n = , m->oo ceea ce contrazice presupunerea Teorema Dacă C este un continuum conex local, atunci orice componentă D a mulțimii I' - C are următoarele proprietăți: (i) JT(/?) este un continuum regulat care nu conține -curbe'); (ii) dacă C nu conține puncte de tăiere, atunci R este un disc și, prin urmare, Ex(/?) este o curbă simplă închisă, (iii) R este un continuum conex local Dovada Deoarece q' este contractibil în raport cu & (cf , Teorema '), mulţimea Δ = LT(/?) este un continuum (§ , II, Teorema ) Dacă D nu ar fi conectat local, atunci C ar avea o curbă = oUL UL și trei continue Qo, Qj și Q astfel încât ( ) Q/QL/^O^Q/PD, ( ) atunci R este conținut într-unul dintre aceste discuri, să spunem R a /)u De aceea D ed D), de unde Q, P Dq d- ') Vezi Torhorst [ ] mier de asemenea K erekjarto [ , p ] și Wyburn [ , p ] ,f' Probleme de curatenie pe baza ( ) Pe de alta parte, Q- 'A (^- - ^-i) și, în consecință, Q - O() Y = Astfel, Q П Fr (/ (|)=#= , astfel încât (cf ( )) Q , [~| (/ ,, (J Еі)¥НІ, ceea ce contrazice ( ) Astfel, prin Teorema din § , IV, mulțimea A' este un continuum regulat, deoarece este un continuum conex local care nu conține curbe Dacă C nu conține un singur punct de tăiere, atunci nici Em(A?) nu conține astfel de puncte (cf I, Teorema ') În consecință, Fr(/?) este o curbă simplă închisă (conform Teoremei din § , IV), deoarece este un continuum conex local care nu conține nn puncte de tăiere, nn ()-curbe În cele din urmă, întrucât IT(/?) este conectat local, din Teorema din § , III rezultă că R este, de asemenea, conectat local Cometariu Limita unui continuum conectat local nu trebuie să fie un continuum conectat local (Rosenthal [ ]) Teorema Orice continuum conex local C care împarte ' între două continue A şi A conţine o curbă simplă închisă care separă A' între aceste continue ') Dovada Fie Q o componentă a mulțimii M' - C care conține A și /? -componentă a mulțimii - Q, care conține B; atunci Fr(/?) este un separator ireductibil între A și B (cf § , V, Teorema ) Deoarece (prin Teorema (ііі)) Q este conexă local, mulțimea Fr(/?) este conexată local (dar prin Teorema (і)) În consecință, Fr(/?) este o curbă simplă închisă, deoarece este un separator ireductibil conectat local (cf Teorema n I) Teorema și Teorema din § , III implică următoarele Teorema ' Orice pereche de continuumuri care nu se intersectează poate fi separată printr-o curbă simplă, închisă Teorema Orice continuum C, nu care este o tăietură a spațiului I', este intersecția secvenței de discuri ( ) C = /)!P/) P e Dtlc= Dn^ ('R Uplier (I, p J Capitolul K) Topologie plană Dovada Să arătăm că dacă G este o mulțime deschisă astfel încât Cc: G, atunci există un disc D care satisface condiția ( ) C cu D îi corespunde un disc D astfel încât p £ £) și ( ) ;id;u , unde D^^D'n Prin urmare, dacă F = F C R, atunci există un disc D astfel încât ( ) f cz D ss/ cz/? Dovada Este suficient să punem /? = q s și Teorema Orice pereche de mulțimi disjunse închise A și B care nu taie spațiu poate fi separată printr-o curbă simplă închisă Dovada Prin Teorema din § , III, există un sistem finit de continuumuri disjunse C,, , Cn astfel încât A c C, (J U Cn c A~ - B și o mulțime C, (J) (J Cn nu este o tăietură în spațiu Prin teorema din § , III, niciunul dintre continuumurile C(, Cn este o tăietură În consecință, teorema se reduce la cazul în care A este uniunea unui sistem finit de continue Â = CiU -UCn, niciunul dintre acestea nu este o tăietură $C> Probleme calitative Să folosim inducția Deoarece teorema este adevărată pentru n = (prin teorema ), să presupunem că nu este adevărată pentru n = Deoarece mulțimea Cn(J B nu este o tăietură (cf § , II, Teorema ), prin presupunere există o curbă închisă simplă K care împarte spațiul dintre mulțimile C(U UCra i și Cn U B Fie D un astfel de disc, ce (Ж-ЖлСЯ și Fr(D) = R Fie un arc care nu intersectează B și este ireductibil între D și Cn Este ușor de dedus din teorema lui Janiszewski (I, ) că continuul E = D[]L\jCn nu taie spațiul (cf Teoremele și ') Prin urmare, prin teorema , există o curbă simplă închisă care împarte spațiul dintre E și B și, prin urmare, între A și B Teorema admite următoarea generalizare Teorema ' Fie Fo, , Fn un sistem de mulțimi închise disjunse, dintre care niciuna nu taie spațiul Apoi există un sistem de discuri Do, Dn astfel încât F/C D/ și РіПЯ/ = pentru Dovada Întrucât unirea unui sistem finit de mulțimi închise disjunse, dintre care niciuna nu taie spațiul, nu este o tăietură (cf § , II, Teorema ), discurile Do, , Dn pot fi definite succesiv într-un astfel de modul în care acestea îndeplinesc următoarele condiții: FoczDo și YaoGzhi UFn) = , R sD și P, D(^oU F U • - - UFn) = , FnczDn și D"nPoU UD" ,) = Teorema (Schoenflies')) Dacă mulțimea C este închisă și conectată local și dacă șirul Rb Ra, a componentelor mulțimii TE - C este infinită, atunci ( ) lim (R") = P->O Dovada Să presupunem că nu este cazul și că e > , it e pentru n = , , Putem presupune (cf § , VIII) că șirul [Rin] converge ') Schoenflies [[, p ] eu' ktp ll> Topologie plană r£Lini/?z Apoi r^C În conformitate cu teorema , fie U II > o Rămâne de arătat că fiecare continuum // astfel încât p, (] ^ Hc C, intersectează mulțimea K\] L Din ( ) rezultă că () U L, U M, U W Prin teorema din § , III Frp(/?") cu Frp (R n £>) = R n ROD -R(]Dc VD, deci Rn - D=/= Din aceasta rezultă că b(Rn) P (Pi, D' - O) > y p (p, K - D), contrar egalității ( ) Deci, conectivitatea locală a setului /? U p este setat, iar p poate fi conectat la fiecare punct din R cu un arc în Rldp Într-adevăr, /?(J P este conexat, conexat local și complet topologic (cf § , II, Teorema ) Teorema (invers la teorema lui Jordan )) Fie C un continuum, Ro și Ri două componente ale mulțimii JT - C, astfel încât fiecare punct al lui C este accesibil de la Ro și de la Rt Atunci C este o curbă simplă închisă Dovada Conform § , Teorema , V, este suficient să arătăm că fiecare pereche de puncte a, b e C separă pe C Dar întrucât a și b sunt accesibile de la R/ (j = , ), există un arc (ab )/ astfel , încât, punând Aj = (ab)j - a - b, avem ( ) AjCzR, Fie Do și £)i discuri în care o curbă simplă închisă / U a U b U A, taie spațiul Să arătăm că DPS=# ¥= ¥= Di П С Întrucât mulțimea / = Dj U Lo A este conexă, din inegalitățile S, П Ro¥=(r)y=Sj П Rt (obținută din ( )) rezultă că Sj P Fr(/?o)=/=O, deci întrucât (Lo U L[) П С - , conform ( ) *) Mier Schoenflies [ , p ] Vezi și orez [ ] $ Probleme calitative Teorema (a lui Hohmann )) Dacă C este un subcontinuu R' conex local ereditar și dacă K, Kt, ■■■ este o secvență infinită de subcontinuu disjunct pe perechi a continuumului C, atunci lim (/(n) = P->oo Dovada Să presupunem că în C există o succesiune infinită {Kn} de subcontinuum astfel încât ( ) (/ m, unde m]> , ( ) Kn(\Km = Pentru n^=nr Fie, în conformitate cu ( ), pn, qn > Kn și | pn - qn | > r Deoarece Kn este conectat local, fie Ap~ un arc pnqnaKn Putem presupune că secvențele {pn} și {gn} converg; Іітр" = р și іт( " = ( P->oo P->oo Deoarece punctele p și q sunt distincte, fie P și Q două continuumuri disjunse care nu taie H' și astfel încât pCInt(P) și Int(Q) (cf Teorema ) Atunci pentru valori suficient de mari ale lui n avem Putem presupune că această relație este valabilă pentru fiecare valoare a lui n Alegem un arc Bn în An ale cărui singure capete aparțin lui P și, respectiv, Q Putem presupune că șirul {Bn} converge Împărțirea spațiului R' în puncte individuale ale mulțimii T - P-Q și în mulțimile P și Q este semicontinuă superioară Prin Teorema , elementul , există o mapare continuă f a spațiului D' astfel încât (i) /(A') este spațiul Yanishevsky fără puncte de tăiere; (ii) f(P) și f(Q) se reduc la două puncte diferite a și b\ (iii) f este un homeomorfism M' - P - Q pe Fie Ln = f(Bn) Atunci Lo, L, este o succesiune convergentă de arce, fiecare pereche având în comun doar punctele terminale (a și b) (cf ( )) Conform teoremei , / " Π Lim = (n, b) pentru toți η, cu excepția celor doi indici /Π -> oo (să spunem și ) Cu alte cuvinte, (Ln - a - ) P Liiii(L,n - a - b) = pentru n > m-oo ') Vezi Geman , f ] Legea I U' Capitolul Se notează arcul Bn fără capete cu Bn', atunci Bn = f~l (Ln - a - b), deci Bn P Lim B*m = pentru n > tn-+ Dar atunci Lim Bm este un continuum de convergență care conține mai mult decât un punct, deci C nu este legat local ereditar (cf § , IV, Teorema ) Remarci Teorema este greșită în cf Vezi § , IV, , nota Teorema implică imediat următoarele Teorema ' Dacă un subcontinuu legat ereditar local al spațiului V este împărțit în continuumuri disjunse, atunci această partiție este semicontinuă Teorema ) Dacă A și B sunt două mulțimi separabile, atunci există o mulțime deschisă G astfel încât ( ) AczG, ( ) G[\B = Q, ( ) Fr (G) - (A () B) cz [Fr (G)]| >l, adică, mulțimea Fr(G) este regulată în fiecare punct al mulțimii Fr (G) - (L () B) Dovada Sa punem c) ) oo m Prin urmare, datorită ( ), ( ) și ( ) R E L, il i S L, ceea ce contrazice presupunerea Aceasta implică existența unei perechi de indici (pa, Zo) astfel încât p e D";: Mai mult, pe de o parte, pe baza ( ) ( ) A = , de unde urmează egalitatea ( ), deoarece B L L = Pe de altă parte, deoarece fiecare punct p al mulțimii Fr(G) - (A A/?) = Fr(G) - A este conținut într-o vecinătate față de Fr(G) constând dintr-un număr finit de curbe simple închise , aceasta implică includerea ( ) (deoarece fiecare uniune finită de arce este o mulțime regulată prin Teorema § , IV) Corolarul Dacă A și B sunt două mulțimi separabile, atunci pentru fiecare pereche de puncte a e A, b e B există o mulțime închisă C astfel încât C(A ) D) = , separând ireductibil 'E între a și b și local fiind un arc în fiecare punct al mulţimii C - L LV Mai mult, dacă Dovada Deoarece Fr(G) este o tăietură între a și b, conține o tăietură ireductibilă C între aceste puncte (cf § , V, Teorema ) Prin teorema i Am pus C disco ■) Cf Moore [ ] și Lieoben [ ] * Capitolul este herentă și, prin urmare, conform teoremei din § , VI, este local un arc în fiecare punct al mulțimii C - În sfârșit, deoarece mulțimea de puncte la care C nu este conectat local este fie goală, fie de dimensiune pozitivă (cf § , VI, Teorema ), a doua parte a corolarului rezultă din discoerența mulțimii C prin Teorema și eu Teorema Dacă A şi B sunt două continue astfel încât (i) A - B conectat, (ii) dim L R W = ; (iii) A nu este o tăietură între nicio pereche de puncte din mulțimea B - A, atunci există o curbă simplă închisă care este o tăietură între A-B și B-A') Teorema Dacă R este o regiune și A este un arc pq astfel încât A - R = (p, q), atunci când terminalul Lăsa (Fig ) Conform ( ), multimea R - A este legata daca si numai daca punctele arcului A apartin unor componente diferite ale multimii E - R (si, in consecinta, multimile Fr (/?))*) Dovada Dacă punctele p și q aparțin aceleiași componente C a mulțimii E - R, atunci mulțimea R - A nu este legată (prin Teorema , itemul I) În plus, să presupunem că punctele p și q aparțin unor componente diferite ale mulțimii E - R Atunci mulțimea E - R nu este conectată corp, există două mulțimi închise P și Q astfel încât ( ) ER = P(JQ, P()Q = , P £ P, q £ Q sunt două puncte arbitrare ale mulțimii R - A intre aceste puncte, si si Să arătăm că mulţimea M' - /?U A nu le separă ѵ ( ) ER\J = (PU H)U(QU L) şi (P U L) H(QU L)= L Aplicând teorema ', deducem din teorema itemul I că nici mulțimea ROL și nici mulțimea QU A nu separă punctele u și v De aici, conform ( ) și Teorema a articolului I, rezultă că mulțimea E - /? Nici UL nu le împărtășește ') Pentru dovadă, vezi Kuratovsky [ , p ] mier de asemenea Moore [ , p ] ) miercuri Hausdorff | , p ] , dolari Probleme calitative III Seturi elementare Ca mai sus, să fie " spațiul Yanishevsky fără puncte de tăiere Fie Dq, Dn~ un sistem de discuri astfel încât ( ) Di П = pentru {#=/ Seturi ^-(O u ІЖ) ȘI ^-(DoU UD") sunt numite continuum elementar și, respectiv, domeniul elementar Spațiul E și mulțimea goală sunt considerate atât continuumuri elementare, cât și regiuni elementare Să stabilim o serie de proprietăți ale mulțimilor elementare, de care vom avea nevoie în cele ce urmează (secțiunea V și § , XII) O uniune finită de continuumuri elementare disjunse se numește o mulțime închisă elementară O uniune finită de domenii elementare ale căror închideri nu se intersectează se numește un set elementar deschis Este ușor să stabiliți următoarele cinci afirmații: Teorema Interiorul unui continuum elementar este un domeniu elementar Interiorul unui set elementar închis este un set elementar deschis Teorema Închiderea unui domeniu elementar este un continuum elementar Închiderea unui set elementar deschis este un set elementar închis Teorema Orice mulțime elementară închisă (deschisă) este un domeniu închis (deschis) Teorema Dacă Ah , Am sunt componente ale unei mulțimi elementare A, atunci Fr(Л) = Fr(Л,)U UFr( ,") și Int(M)= Int(/,)U U Int(/m) Teorema Dacă R este o regiune elementară și D este un disc astfel încât Fr(D)aR, atunci mulțimea RȚ\D este o regiune elementară În mod similar, dacă C este un continuum elementar și D este un disc astfel încât Fr(D) C Int(C), atunci mulțimea C ∩ D este un continuum elementar Teorema Dacă R este un domeniu elementar și C este un continuum elementar astfel încât C a R, atunci R - C este o mulțime elementară /\і ) se numește rețea dacă (i) Lo U ii este o curbă simplă închisă, (ii) Lk П (Во U ••• U Lk- |) constă din punctele finale Lk Reţeaua L U U Ln se numeşte extensie a reţelei B U ••• U Lm dacă m ) Despre această problemă, a se vedea Moore [ ], Gavep | ] Vezi și Whitney [ ] și Campei [ ] pentru multe referințe ) Vezi Kuratovsky [ ] mier de asemenea Kuratovsky [ ] Capitolul K) Topologie plană Dovada Fie D o componentă a mulțimii A' - / n) există o componentă M^ a mulțimii GLT care separă D între /) A L(- și A) A/D a(D) = Fr(Z))U UAfn; eu,i atunci nicio componentă a mulțimii DR(D) nu conține ambele puncte ale mulțimilor / și B Dacă relația ( ) nu este satisfăcută, de exemplu, când A C Fr(/?) = , atunci A c D n există (cf Teorema , punctul II) o curbă simplă închisă C care separă A și B și conținută în eu) În acest caz, R(D) este definită ca rețeaua rezultată din conectarea curbelor Fr(O) și C cu două arce ireductibile între aceste curbe În final, punem D = UR( ), unde însumarea este peste toate componentele f) ale mulțimii T - R$ Teorema /(Pentru fiecare €> există o rețea R astfel încât componentele mulțimii I' - R au diametre Mai mult, rețeaua R poate fi aleasă astfel încât să fie o extensie a unei rețele date Ro Dovada Fie (în conformitate cu corolarul al articolului II) Λ,', /(n fi continuumuri care străbat spațiul n astfel încât ( ) /(• = / Fie Ro o rețea (de exemplu, o curbă simplă închisă) Aplicând succesiv Teorema perechilor (A'/, (A/r, A\), să găsim o rețea R astfel încât nicio componentă /) a mulțimii H' - R în nicio circumstanță nu satisface condiția ( ) D П Kh Ф -У= /J П К ",г Pretindem că d(Z))^e Să presupunem contrariul, adică că a, I) £ D și |a - |>e Fie a £ / R* al unei rețele R pe o rețea R" va fi numit regulat dacă componentele mulțimii - Rn ale mulțimii Y - R* pot fi dispuse sub forma a două sisteme D,, Dn și £)[, , Iyn În felul în care ( ) /g [Fr (Oz)] = Fr (D*) pentru i = , , , P Teorema Fie Ro și R\ rețele, dintre care a doua este o continuare a primei Orice homeomorfism regulat /r al rețelei Ro poate fi extins la un homeomorfism regulat Iu al rețelei Rt Dovada Evident, este suficient să se demonstreze teorema pentru cazul în care R| = R UT, unde A este arcul ab, astfel încât l nAo=(", i>) Pentru simplitatea notării, să presupunem că / czU ( ) Homeomorfismul h poate fi extins la Ro UL în așa fel încât L să fie mapat pe L Fie A homeomorfismul extins în acest fel Punem E = D si i"! = O* pentru Kn Notam prin En si £f+I (sau prin E*n si respectiv E*n+ ) cele doua componente ale multimii Dn - L ( respectiv, multimile D^ - K indexate in asa fel incat relatia sa se tina (ep II, teorema ) /r, |Fr(£'/)| = Fr(E[) pentru j = n și / = n І І Aceasta completează dovada Capitolul Cometariu În cazul luat în considerare, când = /? U Е, este evident că ( ) A, (/?, n Dc) cu D; pentru Z== , ,p Din aceasta obţinem prin inducţie că aceeaşi includere are loc în cazul general când la /? ) Teorema principală Dacă E și E* sunt două spații Yanishevsky care nu conțin puncte de separare și care conțin mai mult de un punct fiecare, atunci ГІ' E* În special (cf Teorema și I), E este homeomorf la sfera aT' Dovada Să presupunem că ( E) /?*) un homeomorfism /? pe /?* Notăm cu A* homeomorfismul invers h Conform teoremei , fie /?' o extensie a rețelei R*o astfel încât componentele mulțimii E* - R* să aibă diametre și n > /e Apoi (/)') E este o funcție continuă Rămâne să arătăm că // este inversul lui g, adică că g*g(x) = x Fie х = імхн, unde хн £ R Atunci P->oo g (x) = lim g(x, t) = lim h (xn), H-> n->oo Unde g'g(x) = lim g*h (x") = lim O (x") = lim x" = x P->oo P->oo rt->oo Observații, (i) Dacă /? este o rețea arbitrară și R" - ho (Ro), unde h este un homeomorfism obișnuit, atunci se poate arăta, ca mai înainte, că homeomorfismul g: E -> E* maparea E pe " este o extensie a homeomorfismului Lo- (ii) Sfera poate fi caracterizată după cum urmează: IE este un continuum conectat local care conține cel puțin o curbă închisă simplă, iar fiecare curbă închisă simplă este un separator ireductibil al lui E (vezi Zippin [ ]) Capitolul Corolarul ) Un continuum conectat local este un spațiu Yaishevskii dacă și numai dacă fiecare dintre elementele sale ciclice nereductibile la un punct este homeomorf la & Dovada Dacă M' este un spațiu Yaishevsky, atunci fiecare dintre elementele sale ciclice Ε este un spațiu Yaishevsky (prin Teorema , partea I) Deoarece Ε nu are puncte de separare, atunci prin Teorema Ε = &\ (cu condiția ca Ε să nu fie redus la un singur punct) Prin urmare, condiția luată în considerare este necesară De asemenea, este suficient, deoarece proprietatea Yaishevskii este extensibilă (cf Teorema și I), iar ^ are această proprietate (cf Teorema , I) Teorema ) Dacă f este o mapare continuă a sferei oY , astfel încât pentru fiecare y mulțimea (y) este un continuum care nu taie spațiul, atunci] i- Cu alte cuvinte, spațiul unei partiții semicontinue în continuumuri care nu taie homeomorf d - Dovada După teorema , partea I, /(c^ ) este un spațiu Yaishevskii și nu conține puncte de tăiere (prin presupunere) Prin urmare, acest spațiu este homeomorf după teorema Corolarul Orice domeniu R C PH este homeomorf la sfera ~~U Împărțirea în continue / ) , D{, și puncte separate de posibilitate V = U - (Jo U £>i U •••) este semicontinuă Spațiul acestei partiții este homeomorf prin Teorema Prin urmare, mulțimea V este homeomorfă cu planul din care a fost îndepărtată o mulțime densă numărabilă peste tot Astfel (cf § , IV, Teorema ), avem următoarele Teorema Fiecare submulțime limită a planului este conținută topologic în continuumul U Teorema ) Dacă C este un continuum unidimensional, atunci funcțiile continue f: C - ytf astfel încât f(C)=>U formează o mulțime reziduală în spațiul ( poate fi extins la întregul spațiu aT' Atunci mulțimea tuturor f astfel încât /( C* admite o extensie homeomorfă h" astfel încât ( ) d* ( ) = Voii A UU B La fel, lasă /g(Y ), unde seturile A * (și Y*) și D (și Dj) sunt indexate astfel încât condițiile ( ) Fr (Dj) = În special, pe sferă, fiecare mulțime perfect zero-dimensională este echivalentă topologic cu discontinumul Cantor Dovada Lăsa F = F, dimF = și F* = h(F), unde h este un homeomorfism Definim două secvențe de mulțimi închise {Fn} și și o secvență de homeomorfisme hn' &> ->&, îndeplinind următoarele condiţii: (i) F ;, o; $ Probleme de calitate (iv) (v) WHF; (vi) ^P- I P- t" CI (vii) b(Dnl) par Să presupunem că condițiile (i)-(viii) sunt îndeplinite pentru n - Deoarece /•' nu este o tăietură (conform teoremei din § , III), fie Fn o mulțime care satisface condițiile (i), (ii) ) și (viii) în conformitate cu Teorema , secțiunea III Să definim secvenţial discurile D*nl, , D*nk după cum urmează Pe baza (i)-(iii), putem presupune că Dpі U • * • U t- D^-u i și F)pt Pentru Sn in Prin urmare, F (] , = F f*| Dn] (J UF f| Dns și, conform (v) (pentru n- ), /■(Fnoju u*('gno"l) = l(' on" | |)-gno; , , Din aceasta, prin Teorema ', punctul II, rezultă că există un sistem de discuri D',, , D*ns astfel încât şi d;, Pd; = o pentru Să definim în mod similar discurile D*ntn pentru m>sn și mulțimea F'n folosind prima egalitate (iii) Atunci condițiile (i), (iii) și (v) vor fi îndeplinite În final, în conformitate cu teorema , definim un homeomorfism hn în așa fel încât condițiile (iv) și (vi) să fie îndeplinite Astfel, relațiile (i)-(viii) sunt satisfăcute Pentru valorile impare ale lui n, procedăm într-un mod similar, înlocuind F și Fn cu F* și F', iar D'nl și F"n l cu Dnl și F^ Obținem un homeomorfism Іг~ , invers cu hn Sa punem /r'(x) = lim hn(x) D->oo * Capitolul Deoarece convergența este uniformă, funcția lr este continuă și /r'(c^ ) = ;;) F fie un homeomorfism pe (cf § , IV, Teorema ); pentru a obține un arc care conține F, este suficient să extindem acest homeomorfism la FJ Cometariu Această teoremă rămâne valabilă dacă A astfel încât h(A[JB)cz^, h(ef ) = ef h(ao) = și hlaj^l Sa punem E{y = p[x, /g(L)]}, unde xțtf și X y ') Vezi Antoine [ ], [ ] Vezi și Bing [ ], Kirkor [ ] și McMillan [ ] ) Vezi Rice [ ] și Denjoy [ ] Pentru generalizări, vezi Kline și Moore [ ] ) Teorema lui Wyburn [ ] § Probleme calitative Deoarece D' este un arc (cf § , IV, ( ) și § , V, Teorema ) cu punctele finale și , atunci L este un arc L P £ - L (/ ), astfel încât L P Іr~' ( Atunci există o succesiune de puncte an e R astfel încât ( ) lima" = /?, ( ) I h(an) h(an+i) |>u, unde m]> Fie A o mulțime formată dintr-un punct p și puncte an, unde n = , , Deoarece A = A și dim / = , atunci prin teorema există un arc L - aip astfel încât A c L și L - Ro = p Sa punem ( ) Cn h (anap+}), unde @p@n+i *-■ L Fie (C* } o subsecvență convergentă a șirului {Cn}; fie C ~ Lim C P->°° Conform ( ), (C) > d) Prin urmare, continuumul C conține mai mult de un punct În consecință, С П /? =e^= , deoarece dim (aT'r ~ #i) = Dar acest lucru este imposibil, deoarece, conform ( ), p = Lim (a " a " + ) , deci Ro P Lim (aA a* + i) = și, prin urmare, rt->oo n -> oo /?! D) Lim С*п = P->oo Astfel, s-a stabilit că u(p) = pentru fiecare punct - Doi În mod similar, se poate demonstra că co/t - (t) =" pentru fiecare punct q £ L I Proprietăţi generale şi notaţie ) În conformitate cu ultima remarcă de la § , I, toate teoremele de la § și rămân ') Vezi Querechiarto [ , p ] ) miercuri cu o notă despre teorema ) Un număr de teoreme din § pot fi deduse din teoremele corespunzătoare din § (înlocuind n = ) Totuși, autorului i s-a părut de dorit să dea aici dovezi directe și mai elementare ale teoremelor luate în considerare, nefolosind înmulțirea comomotopică (de la care se poate renunța în cazul η = , deoarece este un grup abelian și, în consecință, orice pereche) a funcțiilor cu valori în c ° este multiplicativă) Probleme cantitative Gri/ppa GTA valabil dacă cercul £A este înlocuit cu mulţimea £D (adică cu planul cu punctul aruncat), iar mulţimea ID', astfel încât f(x) = en(x) pentru va desemna un set de funcții precum că f~I; va desemna grupul de coeficient iar bi(A') este rangul său Să prezentăm câteva afirmații ușor dovedite pe care le vom folosi adesea Teorema Fie f: A' ->& o funcţie continuă Definim f prin următoarea condiție T[x) I/MG Pentru ca f(x) = e" & este o funcție continuă În consecință, condițiile f~l, f este homotopic la în raport cu £A și /~I, / este homotopic la sunt relativ echivalente Teorema x D \ pe DD mier § , III, (i) În general, următoarele sunt adevărate Teorema x - p A \ pe TEOREMA Dacă C este un cerc |x - p\ = r, unde pDoo, atunci pentru fiecare funcție continuă f: C~^DD există unul și un singur număr n astfel încât f(x)~(x - p) A Cu alte cuvinte, funcția χ - p este o bază a grupului £DC mod A'(C) Dovada Aceasta este o consecință simplă a teoremei din § , III Teorema Din \q - p\>r rezultă că (x - ^)~ pe C Capitolul Dovada Într-adevăr, raza R pornind de la punctul și paralelă cu vectorul q - p, ne conține valorile funcției x - q pentru x e C Teorema Dacă Q este un disc închis | x - p ^ r, atunci fiecare funcție continuă f: Q ->& este omotopică la unitate, adică f~l Aceasta este o consecință directă a teoremei (i) din § , I Cometariu Folosind teoremele și , putem da o demonstrație foarte simplă a teoremei fundamentale a algebrei Și anume, să presupunem că polinomul f(x) = xn + an lxn~'+ +a|X -n nu se transformă în gloanțe pentru niciun x Fie g(x) = an txn~l + + a Fie r un număr real astfel încât ( ) I xn |>| g(x) I pentru |x|>r Fie Q un disc închis ■ | x | r și C sunt limitele sale Prin teorema , f~l pe Q și, în consecință, pe C Vom arăta că în C, ceea ce va duce la o contradicție, întrucât prin Teorema xn Φ pe C Am stabilit h(x, t) = xn + i - g(x), unde atunci f este homotopic la x" pe C Într-adevăr, Ir(x, ) - xn, h{x, l) - f(x) și Ir(x, =/=O pentru |x] = r, căci dacă h(x, /) = , atunci xn - - t • g(x'), de unde I xn | = t • g(x), prin urmare,! hp | și teorema este valabilă pentru n - Se poate de asemenea să presupunem că pn = £oo Fie (pn, , - disc închis cu pn central Fie C = Fr(A") Prin teoremele și ale articolului I, pe C f(x)~(xpn)fe" și x~ pu~ Sa punem ( ) h(x) = f(x)(x - Pn)kn(x-ppG'A-, atunci h IC ~ Fie, în conformitate cu teorema din § , II ( ) ftICczf, unde f: este continuu si f~I Sa punem Γ(x), dacă x > K, h(x) dacă x e A - Int(A') Conform ( ) și (II), g: Л U рп este o funcție continuă Astfel, din presupunerea că ( ) ^(x)~(x-/?o/ • •(x-/?" I)''I-' pe ADC Și /()+ + = Pe de alta parte, ( ) pe A - Int(A') și pe K - pn, întrucât g = h pe A este Int(A'), conform ( ); în consecinţă, g = h pe C, de unde rezultă că g~h na A' - pn, întrucât K~Pn este deformabil pe C (cf , IV, Teorema ) Deoarece mulțimile A - Int (A') și K - pn sunt închise în uniunea lor A, iar intersecția lor C este conexă, atunci, conform ( ), g ~ h și A (cf § , VI, Teorema ) Conform ( ) și ( ), rezultă că /(x)~(x-p,))'"-"" (x - p,)' • • (x ■ (x-p, S'" pe L Presupunând kt) - / - kn, іi = і, &rt i = /"- , obținem formula ( ) (H) R(x) = { Capitolul Teorema Fie g: GE -> S? o funcţie continuă Dacă mulţimea gfTl') nu taie pY între punctele p şi q, atunci ( ) pe V ѵ 'g a? este un homeomorfism care îndeplinește condiția ( ), atunci mulțimea g(£E) nu taie &> între punctele p și q Dovada Fie A: g(SE) -> a? este funcția inversă cu g Prin condiția ( ) avem g(*)Z'q ~ gM de unde obținem = e"hiy} pentru yțgC'E) După teorema , g(-^) nu este o tăietură între punctele p și q III Grupuri și ] (F) pentru F = F Teorema Orice funcție continuă f: F-> + + = Cometariu Fie /?,, o succesiune (finită sau infinită) de componente ale mulțimii S^ - F În conformitate cu teorema din § , II, putem presupune că ( ) PiGRb unde / = , ( ) kj - O dacă f|Fr(/?/)~l Ținând cont de ( ), teorema poate fi completată după cum urmează: § Probleme cantitative Grupa Teorema Dacă r este o funcție rațională arbitrară homotopică la f pe F, atunci exponentul k/ este numărul algebric de zerouri și poli ale funcției r care aparțin lui R[, adică numărul de zerouri și poli, fiecare dintre care se calculează ținând cont de multiplicitatea sa {multiplicitatea unui pol este negativă prin definiție) În consecință, exponenții kQ, klt sunt determinați în mod unic (adică nu depind de alegerea punctelor ps £ Rj) Dovada Fie r(x) - c(x - qQ)io • • (x - qrn)tm •••> Ym)- Pentru un I fix, fie Q/= (?', • ■■■' Яіѵ) Prin teorema , partea a II-a, despre F x~qt X-qt - , , *-~ X-PI X-Pj Prin urmare, ( ) (x - q• • (x - qt^v • (x - pf)~kl ~ , unde k'j == Іц + + lt și kj = dacă Q/ = Astfel k'[ este numărul algebric de zerouri și poli ai funcției r care aparțin lui Rt Din ( ') și ( ) rezultă că ( ) f (x)~(x-p )k° • (x -pt)k' și &o + ^i+ = /o * + Іт = Setăm kj = O pentru / > n, atunci relațiile ( ) și ( ) implică faptul că ~(x - p )k°~kp ■ (x - pi)kl~k> • pe Γ și (/go - ko) + (^i - k\) + = , deci &/ = &/ pentru /= , , în virtutea ( ) și Teorema a articolului II Corolarul ' Pentru /r- = este necesar și suficient ca funcția f să admită o extensie continuă a lui f: FUR/ Capitolul Dovada Conform ( ), pentru x £ F avem ( ) f (x) \u d e "" • (x - p )fe ° • • (x - p")Ch unde u: -> ' este o funcţie continuă Să presupunem că k = și setați ( ) T(x) = e"(x)(x - p )k° • • (x~ Pj-tfl- • (x - pl + i)k^' • ■ ■■■ -(X ~ Pn/' pentru x £ F \ JRp atunci există o funcție continuă /* astfel încât ( ) fczf FURj^S" Pe de altă parte, dacă condițiile ( ) sunt îndeplinite, atunci egalitatea ( ) are loc în FU /?/ Astfel, în egalitatea ( ) se poate omite asteriscul și, în consecință, /?/ = Teorema Dacă ( ) este îndeplinită, atunci funcțiile omografice formează o bază a grupului mod r(F) Dovada În virtutea teoremei , este suficient să arătăm că funcțiile ( ) sunt liniar independente de F mod A'(F), cu alte cuvinte, că din relațiile (x - po)"" • (-V - /'iY" • ~ pe F și nі + nіi + = rezultă că nіn = , /n, = Dar aceasta este o consecință directă a teoremei , punctul II Următoarea teoremă privind caracterizarea grupului , (Z ) rezultă din ceea ce s-a demonstrat: Teorema ,(/ ) = ^n, unde n = (>> dacă numărul bn(Sp - F) al componentelor mulţimii p p - F este infinit, iar n = bo^rFF" - F) dacă acest număr este finit Mai precis, izomorfismul dorit va fi determinat dacă punem în corespondență punctul (/z, k , împărțit la condițiile ( ) și ( ) Următoarele decurg direct din teorema Teorema (dualitatea ')) bi(F)^= bn(cF , -F) ') cf cu teorema de dualitate a lui Alexandru [І| pe topologia algebrică mier de asemenea, Brushlisky [ ] și Freideital [ ] § Probleme cantitative Grtsppa Teorema (invarianțe) Numărul de părți separabile (nevide} în care se împarte mulțimea Asgf este un invariant intern Dovada Pentru D=D această teoremă decurge din cea anterioară Cazul general rezultă din acest caz particular și Teorema din § , IV (comparați cu demonstrația Teoremei din § , IV) IV Teoreme de adunare TEOREMA Dacă niciuna dintre mulțimile Do și Di, care sunt ambele închise (sau ambele deschise} în Lo U A, taie între orice pereche de puncte p , , pn (n > ), în timp ce / U taie între orice pereche a acestor puncte, atunci setul D P conține cel puțin n + componente ') Dovada Conform teoremei de la punctul II, ■ x ~ p ~ ] pe q și pe q pentru /e - , , , n, x ~ po iar prin Teorema , punctul II, funcţiile x-pi x-ptl x-ro ' ' ' ■' x-ro liniar independent pe / U D| mod 'ІГ(DO(J D,) Prin urmare, rangul Pi (Do, Di) al grupului 'FDD, D|) (vezi § fi, V ( ), unde trebuie să punem ' = Do U Di) nu este mai mic decât n Deoarece, pe pe de altă parte, pDD, Ai) b (Până la P |) (conform Teoremei din § , V), apoi (Până la P II) > l Lema Dacă şi A^ sunt două mulţimi astfel încât ( ) Al) (JI A* este continuu Deoarece aJ° ~ (Ao R A) = ( apoi, stabilind ind(A) = /> (A) - (A), avem ( ) ind (LoU L,) + ind (Lo I L,) = ind (Lo) + ind (L,) Dovada Relația ( ) rezultă din ( ) și din ( ) § , V Teorema (Strasevici!)) Să Aj - Aj, B! = e - Al (/ = , ) și ( ) Lo I L, =L=O=L=Vo I Bf Apoi bo(lou li) + />o(lou li) - /?o( i) - D(lou = \u d bo (Bo și în,) + MD) I D) - D (Bo) - ho (Bi) Dovada Aceasta este o consecință a teoremei și a teoremei din secțiunea III Cometariu Dacă una dintre inegalitățile ( ) nu este satisfăcută, atunci prin Teorema § , II și Teorema § , X, sunt valabile următoarele implicații: (i) dacă Z A |== , atunci ') Vezi Strășevici [ , p ] ) Vezi și L Stone [ ] în această direcție; pentru alte teoreme de adunare, vezi Bing [ ], [ J § Probleme cantitative Grupa o(fîoU Bt)= b (B ) + b (Bl)+ Teorema Dacă X și A\ sunt continue, atunci ( ) MLT n,) P ~~mP, iar punctele mulţimii să fie (Col) C U C ) Dacă niciuna dintre mulțimile Ck U Cft+I nu taie ^ între orice pereche de puncte (p , pj, (p|(p ), (p , Po), atunci mulțimea C U Cj [) C nu taie e? între cel puțin una dintre aceste perechi (k este aceeași ca în teorema ) Dovada Fie JG =• CoUC|UC Dacă punctele p , p și p aparțin a trei componente diferite ale mulțimii b/'r - R', atunci funcțiile Ai = ^-n/ (x) = ^ sunt liniar independente pe JG mod T/(^'), conform teoremei , punctul II Din aceasta, pe baza Teoremei din § , VI, rezultă că una dintre cele șase funcții fj | Ck U Cfe+ , unde /= , , k = , , , nu este homotopic la Fie, de exemplu, HaCoUC X - Ro mier Kuratovsky [ ], Cech [ ] și Eilenberg [ , p ], ;Ș Probleme cantitative Grupa Apoi, prin teorema , II, CoUCi taie aF intre punctele Po si p, Cometariu Teoremele ' și ' din § , VI implică următoarea generalizare a teoremelor și ) (indicii trebuie redusi modulo) Teorema ' Lasă-l pe Lo, ?!" ! sunt n(n > ) mulțimi arbitrare și p , Pi sunt două puncte ale mulțimii & > - MoU • • • U A- Neli niciuna dintre multimile LA+ U • • • U A+ni taie nf intre punctele p si p\, toate multimile Ck = Ak+\U • • • U Ar+n sunt conectate și Deci P P | φ , apoi multimea ) si ••• si A- nu taie aF intre p si px Teorema ' Fie (p , Pb pr)(=: ^ ~ (A U ■ • • U Ln i) Dacă niciuna dintre mulţimile /lfc+l U • • • U intre care pereche de puncte (po, pj, (pp p ) si (p?, p ) si toate multimile Ck = I/r si U • • • L A*+n- sunt conectate, apoi multimea K (J U ? n i nu taie între cel puțin una dintre aceste trei perechi Teorema Fie C un continuum conex local și F o mulțime închisă care nu se intersectează cu C Atunci există două continuumuri conectate local Co și Ci astfel încât C = Co U C, și niciunul dintre ele nu este o tăietură între care pereche de puncte F Dovada Deoarece F este compact, există un sistem finit Ro, Rn de componente ale mulţimii ^ - C, astfel încât FaR U (J Rn- Dacă n = , atunci putem pune Co = C = C, Prin urmare, presupunem că n > I ) Fie p/țR/ pentru / , , P Fie T un arc care leagă punctele p , pn Prin Teorema (iv) din § , I, mulțimea L ∩ C este contractabilă în raport cu &F Prin urmare, X~P g - -~ pe L P C pentru / = , n X - ro Conform § , II, Teorema , în C există o vecinătate închisă Fn a mulţimii C SS astfel încât x - pі ( ) - ~ pe Fo pentru /= , n X - ro Setăm Fi = C - F Atunci F GC = și, în consecință, nu este o tăietură între punctele p și p/ De aici ajungem ') Vezi Kuratovsky [ ] pentru dovadă ) Pentru un caz special când n = H, vezi articolul lui Kuratovsky [ ] * Capitolul (conform Teoremei , punctul II) că ( ) - on pentru /= , n x - Ro Din relațiile ( ) și ( ), în virtutea teoremei din § , X (dacă punem = C), rezultă că există două continuumuri conectate local Co și C (astfel încât pentru m = , ) FmaCmc:C si pe St la /= p Astfel, Cm nu este o tăietură între nicio pereche (p , p/); deci există o componentă Qm a mulţimii â - Cm astfel încât • ■ ■ U Rn^Qm Şi, prin urmare, FaQm În plus, deoarece C = Fo[}Fb, atunci C = C )C| Corolarul IO ) Orice continuum C conectat local care taie e? într-un număr finit de domenii este unirea a două continuumuri conectate local care nu taie &F Dovada Fie E o mulțime finită care conține un punct din fiecare componentă a mulțimii £F - C Prin teorema , există două continuumuri conectate local Co și Cy și două componente Ro ale mulțimii a^ - Co și Ri ale mulțimii & - Cx astfel încât ( ) C = CoUC" ( ) EaRm, prin urmare e? - Cc^Rm pentru n = , Prin urmare, mulțimea C*m = e - Rm este un continuum conex local care nu se taie (CP-Sec , II, Teorema ) În plus, conform ( ), zf ~- CczRmc:SF - Cm, deci Cmc^ - Rm = Cm m Pe de altă parte, fie flt , /" un sistem care satisface partea a doua a teoremei Fie pjțRj, unde / = , pg Prin teorema punctul III ■■■ "> • întrucât (cf III ( )), dacă R este o componentă a mulțimii F astfel încât Fr(/?)^=F, atunci prin presupunerea ft | Fr (R) ~ pentru /=!, , n Din sistemul ( ) care conține n homotopii, rezultă imediat că n ' n n, de unde rezultă egalitatea ( ) ') cf Eilenberg [ , p SW] Capitolul Teorema (invarianța )) Proprietatea de a fi o limită comună a n regiuni este un invariant intern Dovada Aceasta este o consecință directă a teoremei Teorema (extinderi) Fie A c: - (p , , pn) Dacă A taie ireductibil între fiecare pereche pt, p/ (i = /= /) și dacă A este descompunebil, atunci A este uniunea a două mulțimi conectate Ao și Al astfel încât L, - A P A - Lo, L = L (] L - L ( și D)P L| este uniunea n + multimi nevide Fa Fn, închisă în Ao ∩ A, și astfel încât fiecare dintre mulțimile Ao și At este legată ireductibil între Fk și Ao ∩ A, - Fk pentru /r = , , ,, n Dovada Aceasta rezultă din Teorema din Secțiunea , VII și Teorema , din care rezultă că rangul [Q(A)/Tx(A)] n Teorema (uniuni) Fie A = LouA , unde A și Aj sunt două continue astfel încât A PLI = / u U Fn, unde Fo, , Fn sunt n + (^ ) mulțimi închise disjuncte nevide Dacă fiecare dintre mulţimile Lo şi A este legată ireductibil între Fk şi LoPL( - Fk pentru Ir - , , , n, atunci în r *' ~ A există un sistem de puncte po, • • , Pn, astfel încât mulțimea A taie ireductibil între fiecare pereche de puncte pj, Pj, unde i #= j Cu alte cuvinte, L este limita comună a n+ regiuni Dovada Acesta este un corolar al Teoremei și Teoremei din § , VII, din care rezultă că rangul [d(F)/'Ir(F)] n Teorema Orice mulțime A care taie ireductibil între punctele p și q este conexă și discoerentă Mai mult, dacă mulțimea A este conectată local, atunci este o curbă simplă închisă Dovada Aceasta este o consecință a teoremei și a teoremelor și din § , VII Teorema Orice multime care taie ireductibil intre punctele p si q este fie indecompusa, fie este unirea a doua multimi care sunt ireductibile intre aceeasi pereche de puncte ) Dovada Aceasta este o consecință directă a teoremei ') cf Aleksandrov și Hopf [ , p ] și Eilenberg [ , p ] ) miercuri Kuratovsky [ , p ], [ , p ] $ Probleme cantitative Grtsppa Teorema Dacă o mulţime A, ireductibilă între punctele a şi b, taie ireductibil între punctele p şi q, atunci A este fie necompunebilă, fie este uniunea a două mulţimi ireductibile închise în A') Dovada Acesta este un corolar al Teoremei din § , VII (cf de asemenea § , VII, Teorema ) Teorema Dacă A taie ireductibil între punctele p și plt dintre px și p și între p și p , atunci A este fie necompunebil, fie este uniunea a două mulțimi necompunebile închise în A * *) Mai mult, dacă A este compact, atunci A este un continuum ireductibil între două puncte Dovada Aceasta este o consecință a teoremei și a teoremei din § , VII Următoarea afirmație rezultă din teorema și teorema din § , V Teorema Limita comună a trei regiuni este fie un continuum indecomposabil, fie unirea a două continuumuri necompozabile &} Pe fig și arată limitele generale ale celor trei regiuni; unul dintre ele este indecomposabil, iar celălalt este unirea a două continuumuri indecompuse ) Să adăugăm că, modificând ușor construcția continuumurilor considerate mai sus, se poate înlocui trei cu n sau chiar cu co ) Observația Teorema I din " %" nu este adevărată Într-adevăr, există retractări absolute de vecinătate în , care sunt granițele comune ale celor trei domenii (vezi Lubanskii [ ]) Observația Formulăm fără demonstrație următoarea teoremă: Fie A o submulţime conexă local a sferei şi P , • • •> Pn~ un sistem de puncte în e? - A astfel încât A să taie între fiecare pereche pt, pjt i j Dacă o funcţie raţională z(z) = (z - p )*° • (z-pn)* ') Vezi Kuratovsky [ , p ] mier Aleksandrov [ , p ] ) Eilenberg [ , p ] ) Vezi Kuratovsky [ , p ] și [ , p ] ) Pentru definiții precise, vezi Knaster [b, pp și ] Kuratovsky [ , p ] (r)) Pentru dovezi, vezi Kuratovsky [ ] Cam inapoi! pentru teoreme, vezi Kuratovsky [ , p ] și Plis [ ] Pic § Probleme cantitative Grtspiya SLA unde /?o + + kn •= și kj = Λ pentru O^ j^ n, este homotopic pe Λ la homeomorfismul {: I yo I + + kn I p VI Grupuri și ](A) pentru A' conectat local) Multe proprietăți ale continuumurilor plate conectate local, stabilite în § , II, vor fi acum generalizate la mulțimi conectate local (închise sau neînchise) Teoremele ale articolului II și din § , X implică imediat următoarea teoremă, care este o generalizare a teoremei din § , II Teorema Orice mulțime conectată local prin arc Λc &Λ ~ P ~~ q care taie Δ\ între punctele p și q conține o curbă simplă închisă cu aceeași proprietate Teorema Dacă A este o mulțime legată local de arc, atunci fiecare componentă a mulțimii &A - A este un semi-continuu (și, în consecință, un constituent al mulțimii ^ ~A) Dovada Dacă p și q sunt două puncte ale mulțimii ^ -A care nu pot fi conectate în c^ -A printr-un continuum, atunci prin teorema ele sunt separate printr-o submulțime închisă a mulțimii Λ (și chiar printr-un simplu închis curba) Io atunci nu apartin aceleiasi componente a multimii -L Teorema Dacă o mulțime A nu taie DA, m orice mulțime B astfel încât A cz B cz A U £(A), nici nu taie & Mai precis, dacă A nu taie M\ între p și q, atunci mulțimea [A U B(A)] - p - q, de asemenea, nu taie M'- între p și q Dovada Prin teoremă p II - ~ pe L, X - ([ prin urmare, pe [A UL (A)] - p - q, conform teoremei din § , X Teorema Pentru ca o mulțime conexă local Λ să nu taie DA, este necesar și suficient ca aceasta să fie contractabilă față de Δ' și, în consecință, față de DA Dovada Fie A o mulțime conexă local care nu se taie Fie f: A -* D' o continuă ') Vezi Eilenberg [ , p și ] Capitolul funcţie Să arătăm că /~ Fie, în conformitate cu teorema din § , II B o mulțime O conexă local astfel încât //c/ic/n'A), și fie g: B-> ° o extensie (continuă) a lui f Să presupunem că f și, prin urmare, g Deoarece B este legat arcuit (prin Teorema din § , II), prin Teorema din § , X există o curbă simplă închisă C astfel încât ( ) C cz B, ( ) glCsn Fie Do și D componente ale mulțimii &\ - C Deoarece B nu taie (prin teorema ), una dintre aceste componente, să spunem discul Do, satisface includerea ( ) D |Do~l, de unde g\C~l, care contrazice ( ) În schimb, dacă A taie â între p și q, atunci - F pe A, x - I / conform teoremei de la punctul II În consecință, A nu este contractibil în raport cu și, prin urmare, și în raport cu ~ A, atunci orice punct p al mulțimii A și C este accesibil din C Dovada Fie c £ C Să arătăm că există un continuum K astfel încât ( ) s, pțKczCUp Fie F o mulțime închisă astfel încât ( ) c, p £ F c C U p și p £ F - p (de exemplu, putem presupune că F constă din c, p și o secvență de elemente ale lui C convergente spre p) Conform ( ), orice punct x al multimii F - p poate fi alaturat unui punct cu un continuum care nu se intersecteaza cu A, deci (cf Teorema ), un continuum care nu se intersecteaza cu b(A) - x - c și deci cu L (X) - F Cu alte cuvinte, există un constituent D al mulțimii ' -(x-pn)~\ de unde ar rezulta că g I pe A Fie, în conformitate cu teorema din § , X /( o curbă simplă închisă astfel încât ( ) tfczZ, ( ) merge^ pe K Fie Q/ o componentă a mulțimii lui - (F (J K) astfel încât pj Qp Deoarece V U A c A (conform ( ) și ( )), atunci Bj e Qj ( ) ^ = ^ -(QoU UQJ; Apoi ( ) GILSSYASD Probleme cantitative Grupa Pn ) De aici rezultă concluzia cerută, pentru A s A* și f(x) = f*(x) pentru x e A Fie c( x') + numărul de constituenţi ai mulţimii R' (cu condiţia ca acest număr să fie finit) Ca și în cazul mulțimilor închise, Teorema implică următoarele Teorema (invarianță și dualitate) Dacă A este o mulțime conectată local astfel încât c(&P - A)~n •••> Rm, n ~ componente ale multimii - Fm Conform ( ) și III ( ) și ( ), pe Fm ( ) f(x)~(x-po/" ' - • (x - pntm'n și km, + + km,n= Deoarece F, cz F, n , atunci homotopia ( ) este valabilă pentru F Prin urmare, conform teoremei , partea III, km, / = k\f y pentru j = , , n Fie - Atunci homotopia ( ) este valabilă pentru Fm și, în consecință, pentru G în virtutea ( ), ( ) și Teorema din § , X (dacă punem â' = G și Gm = Int(Fm)) (ii) Exponenții kg kn sunt determinați în mod unic Acesta este un simplu corolar al teoremei , punctul III Următoarea teoremă este similară cu teorema lui Runge privind reprezentarea funcțiilor holomorfe ca limite ale funcțiilor raționale Teorema Dacă G este o submulțime deschisă a sferei atunci fiecare funcţie continuă f: G -> SP are forma ( ) f(x)== lim rm (%) w, m->oo unde um" ^ este o funcție continuă, iar rm este o funcție rațională, iar convergența este uniformă pe fiecare submulțime închisă F a mulțimii G Mai mult, pentru fiecare F există un număr rn astfel încât pentru ( ) /W = rm(x) eu">w <> Probleme cantitative Grupa ' L În fine, dacă {Cj} este o succesiune de componente ale mulțimii G, astfel încât CCCoIIICiIII =/= pentru fiecare componentă C a mulțimii ^F - g, iar dacă PjțCj, atunci zerourile și polii funcțiilor rb r , aparțin șirurilor {p^ Dovada Să presupunem că sunt îndeplinite condițiile ( ) și ( ) Fie Rm, , Rm i, o secvență de componente ale mulțimii - putem presupune că /?,",/ conține o componentă a mulțimii -G (cf § , ІІІ (iv)) Din moment ce setul Rm t este deschis, atunci există un indice / = /(m, /) astfel încât Г /?, ", /¥ = , prin urmare, și prin urmare pt £ Rm,i- Conform teoremei , itemul III, egalitatea ( ) este valabilă pentru F,,, pentru kk = LH-R{('p ptUP'Pt- Fie F = F Conform ( ) și ( ), F c'F,tln pentru valori suficient de mari ale lui nі și, prin urmare, egalitatea ( ) este valabilă pentru fiecare x e F Teorema Dacă G este o mulțime deschisă astfel încât mulțimea Ff ~G constă dintr-o succesiune infinită de componente, toate, cu excepția uneia, să zicem Ca, sunt deschise în SF ~g, atunci orice funcție continuă f: are forma n= unde pa ^ Cn, Pn ^ ^ - G și un: £ -> g° este o funcție continuă, iar convergența este uniformă pe orice submulțime închisă F a mulțimii G Mai mult, pentru fiecare F există un număr n astfel încât pentru n > și χ £ F ( ') vp(x) = mI(x)x- + "n(x) Dacă oo ∈ Go, atunci termenul x - p din egalitățile ( ) și ( ) poate fi omis (prin setarea p - oo) Dovada Prin teorema din § , III, componentele mulţimii t £ F - G pot fi numerotate la infinit după Capitolul consistenta Co, Cx C , in asa fel incat ( ) U ( ) Ci c este o funcție continuă De aici X~Pt \fert+ I /x-rp+} x-ra/ ' ' ' \ x-ro ( ) pe F p, pe unde vp' ( ) fW~( din moment ce Fn cz Fn Conform ( ), mulțimea Fn nu se taie între punctele Po și Pn+i Prin urmare (conform teoremei de la punctul II) ( ) pe F ѵ "X-ra n" și datorită ( ) Din relaţiile ( ) şi ( ), conform teoremei de la punctul III, rezultă că Fie /rn, n - kn pentru n = , , Atunci din condiția ( ) rezultă că ( ) este valabilă pentru Fn Fie F = Fc G Conform ( ) și ( ), există un număr n astfel încât Fc Fn pentru η~^n Prin urmare, egalitatea ( ) este valabilă pentru F În sfârșit, să punem m (x) = ѵ,(x) și u"(x) = o"(x)-u" (x); atunci egalitatea ( ') este satisfăcută Observații, (i) Produsul infinit ( ) converge absolut Prin urmare, nu depinde de ordinea factorilor Astfel, putem presupune că p , p\, este o secvență dată de puncte aleasă dintr-una dintre toate componentele mulțimii (^ - G (mai mult, p e Co) Probleme cantitative Gry/ppa Într-adevăr, pentru fiecare x există doar un număr finit de factori, alții decât unul (ii) ) Dacă LimCn=oo, atunci orice funcție continuă P-> O f: G-+eP este homotopic la o funcție meromorfă pe cf (iii) Teorema dezvăluie o analogie remarcabilă cu teorema Weierstrass privind factorizarea unei întregi funcții în factori primi Dacă g este o funcție întreagă și G este planul cf din care sunt îndepărtate zerourile funcției g, atunci, evident, ipotezele teoremei sunt îndeplinite, (iv) Fie G o mulțime deschisă în cf Pentru fiecare funcţie continuă {: G-+& există o funcţie holomorfă h\ G-+SP astfel încât h~f ) Cu alte cuvinte, ( ) f (x) = / g (x) ■ unde și: G -> cf este o funcție continuă aleasă corespunzător Dovada Lăsa ( ) G = F,UF U FncInt(Fn+I), unde Pn este o mulţime compactă (regiune poligonală) astfel încât ( ) niciuna dintre componentele setului SP -Fn nu este conținută în G Prin Teorema , punctul III, pentru fiecare n există o funcție rațională rn ale cărei zerouri și poli aparțin mulțimii &F - G, și o funcție continuă un: ^->cf astfel încât ( ) f(x') ~ rn(x) • e"n^x> pentru x e Fn De aici rezultă că ( ) r" + (x):r"(x) = ^'x "u"+',x' pentru și prin urmare diferența un(x) - un+Ax) este holomorfă în Int(Fn) Să definim prin inducție o succesiune de funcții raționale x,, s , , ai căror poli aparțin mulțimii âP - G, astfel încât funcția holomorfă (în Int(Fn)) ( ) Vn (x) == n + (x) ~- Sn (x) + Un (x) ~ "n + I (^) ') Pentru dovadă, vezi Kuratovsky [ , p ] ) Vezi Heilbronn [ ] O teoremă analogă privind maparea spațiilor analitice în grupuri de Lie este dată de Grauert [ ] Acolo puteți găsi, de asemenea, referințe la lucrările lui A Cartan, Behnke și alții referitoare la aceste întrebări Legea CG Capitolul satisface conditia ( ) | și "(x)| pentru x £ Fn; prin urmare, ( ) |^+ ( V)- | £F (notat cu paf) înțelegem numărul algebric de zerouri și poli aparținând mulțimii G al unei funcții raționale arbitrare homotopic la f (cf § , VIII) Cu alte cuvinte, în conformitate cu teorema I, setăm u III f(x)~(x - po)k° • (x - Pi)k' • & + & + = , p/ER]', atunci ( ) Paf = k!t + klt + Conform teoremei , partea III, numărul pGf nu depinde de alegerea unei funcții raționale În special, ( ) ~ ^n' Este ușor să setați următoarele șase proprietăți paf: Teorema (Norma) puf = = pf Teorema (Aditivitatea) pG uaf = pG f + f dacă G,nG = Teorema (Omomorfism) pa(fi · f ) = Pafi + PoAr- Teorema (Invarianța) dacă f\~f , atunci Pofti, în special, f ~ implică că pof = pentru orice G Teorema (Caracteristica homotopiei) dacă = pR/f, pentru j = , atunci ft~ f Prin urmare (comparați cu teorema ), (A ~ / ) = (Hofi = Hofi pentru orice G) În special, (f ~ )^(w/ = pentru orice G) = ' Capitolul Teorema (Continuitatea) dacă lim fn = f (mai mult, convergența este uniformă), atunci u(jfn = y(jf pentru n suficient de mare) Dovada Aceasta este o consecință a Teoremei și § , ( ) Teorema O funcție continuă f: F-+FF admite o extensie (continuă) f*: F (JRj-^eP dacă și numai dacă țiRf = Dovada Aceasta rezultă din ( ) și teorema ' și III Teorema Dacă f^fWtțRj), atunci Într-adevăr, R/ este o componentă a mulțimii ^ -Fr(Rt)^Rl[J(^ -Rl) IX Multiplicitate față de o funcție continuă f: G-+ X> unde un este o funcție continuă și convergența este uniformă pe orice mulțime F* - F' C G Sa punem ( ) p^ = !im^(rn |G), n> unde Zp(rn IG) este numărul algebric de zerouri și poli ai funcției rn care aparțin lui F Să arătăm că această limită există și nu depinde de alegerea funcțiilor rn Fie F* o mulțime închisă care separă F și ^ - - G - F ' cGUF și, prin urmare, F = G*-G Fie f = f\F\ Conform relaţiilor ( ) şi § , II ( ), Γ~rn\E' pentru η > n Prin urmare, conform teoremei a articolului VIII, pQ f = u* (rn | F') Dar T * (rn| F*) = pDgn/ G), deoarece F = G" - G, iar în acest caz nici zerourile, nici polii pi ai funcției rn nu aparțin lui G Astfel, pentru η > n multiplicitatea are o valoare constantă egală cu tj*r, și deci nu depinde de alegerea funcțiilor rn § Probleme cantitative Гpț/nna ch Observații, (i) În același timp, s-a demonstrat că dacă F* este o submulțime închisă a lui G și G* este o mulțime clopenă în oo unde pnj" Pn,p> ••• aparțin lui F (iii) În cazul special când Fie F = G*-G Acest set este evident deschis în Totuși, pentru funcții continue arbitrare, zeroul (izolat) poate avea multiplicitate egală cu , sau chiar multiplicitate negativă Acest lucru poate fi văzut din următoarele exemple: (i) g(x) = e-'/lxl, g( ) = Atunci ^p £' = , pentru p = ; (ii) g(x) = x~'îe~l/lx|, g( ) = Atunci ppg' = -n pentru p= Teorema (Teorema lui Rouche generalizată ) Fie M o submulțime închisă a sferei și fie g, gp două funcții continue astfel încât I gi (x)| (T (/r = [, , fie o succesiune de funcții continue care converge uniform către o funcție g care nu dispare în niciun punct al mulțimii Fr) ( Fie Fn și F mulțimile de zerouri ale funcțiilor gn și, respectiv, g Atunci pentru n suficient de mare = Nfn, fl[Int(M) -/?] și fn = I [Int (M) - En] Teorema Dacă A este un continuum sau domeniu elementar, atunci fiecare homeomorfism f: A -> SA este homotopic unei anumite funcții omografice Mai general, există Teorema Fie G o mulțime deschisă și f: G > o funcție continuă Dacă multiplicitatea ia doar trei valori k, și -k (cu variabila F), atunci X Caracteristicile grupului ](G) Amintiți-vă (vezi § , III) că pentru un spațiu dat (compact) TE simbolul sJt( ') denotă setul de măsuri normalizate (finis aditive) definite pe familia tuturor submulților clopen ale TE Teorema Fie deschisă o mulţime G C Ef , şi f ⊂ &c' Punem vf(F) - pp(f) pentru fiecare mulţime deschis-închis Fczq - G Atunci £ ^(e^ - G) Mai mult, (/, ~/ )=(vf, ~ ѵp)- Astfel, ѵ atribuie fiecărui element al grupului (r)i(G) un element al mulţimii N(^ -G) Mai mult, v este un homomorfism Această teoremă decurge direct din teoremele - din Secțiunea IX Să arătăm că v este un izomorfism Teorema (dualitate) (G) = l(â - G) gr Capitolul Dovada Este suficient să arătăm că pentru fiecare există fțS astfel încât vf(F) = p(/ ), adică ( ) p ?/ = p(F) pentru fiecare clopen c - G al mulțimii G În conformitate cu teorema din § , III, lit ( ) G^F'iUFJU F'n = F*nc= Int(F'"+ ), unde afz - Fn are doar un număr finit de componente și R - G=/= pentru fiecare componentă R a mulțimii aF - Fn Deoarece componentele mulțimii -Fn sunt conținute în componentele mulțimii ^ ~Fn-\, ele pot fi indexate folosind un număr finit de sisteme constând din n numere întregi nenegative, astfel încât ( ) ( ) ^, rrt+ w pentru x e Fn, Unde "n+ : continuu și ",(x) = Am stabilit ( ) Conform ( ) și ( ), ( ) pentru x £ Fn Setăm ( ) f(x) = fn(x) pentru x £ F*n În consecință, funcția f este determinată unic și G Conform ( ), fț^ În continuare, vom arăta asta ( ) Capitolul Conform ( ), IX ( ) și ( ), întrucât pe F* (cf ( )) f=*fn~rn In cele din urma, ; rj F* = = Iу l, conform ( ), ( ) și ( ) Astfel, \xff = p(F) (cf ( )), dacă F are forma Dacă F este o mulțime arbitrară deschis-închis în f - G, atunci există o mulțime închisă F' care separă (intersectează și închis) mulțimile F și a^ - G ~ F Conform ( ), există n astfel încât F* cu fn Prin urmare, putem presupune că F, - Fn- Deoarece mulțimea Ril in este conexă și nu intersectează F*n, din F Π ?/, /n= *^ rezultă că = , deci (cf ( )) relaţia F f) Fit un¥= implică includerea Fit în cz F În virtutea ( ) F este uniunea mulțimilor Ft^ , astfel încât F И Fi іп¥= Prin urmare, în virtutea teoremelor ale articolului IX și a relațiilor ( ) și ( ), egalitatea ( ), care completează demonstrația Din Teorema și Teorema din § , III obținem următoarea caracterizare a grupului SJG): Teorema Dacă G este o submulțime deschisă atunci fie S (G) = ^',( sau S,(G) = ^Kf gr gr în funcție de faptul că mulțimea af^-G are un număr finit, să spunem n + , sau un număr infinit de componente Observația Din teorema rezultă că dacă o mulțime deschisă G se împarte în n continue (n este finit), atunci n este un invariant intern al lui G Acest lucru nu este adevărat dacă G împarte = ° o funcție continuă Atunci fg: ef este o funcție continuă și Ρ Ε p = (cf ( ')) Esm ^ este un homeomorfism și p aparține componentei mărginite a mulțimii '^ - C, apoi ind^/?#= Dovada În teoremele și ale articolului II punem g = și T = Apoi g Dacă £° este un homeomorfism, atunci £°(x) - p Φ £°(x) - oo ~ , conform teoremei , punctul II Prin urmare, prin teorema , ind^pv^O Ultima parte a teoremei poate fi consolidată cu ajutorul teoremelor prezentate mai jos Teorema ) Fie £° un homeomorfism, f: C -> ^ o funcție continuă și p £ - C Dacă indr/?=l și \rf-n, *) Aceasta este o generalizare a teoremei a articolului I, probleme cantitative Grupa ' L Dovada Lăsa 'Q (t) - p = eulf\ și ( ) - și ( ) - li, (/) = ei (/), ѵ ( ) - ѵ ( ) - plі Definim functia w: C-+& prin setare w (x) = v (/) - pi (/), unde x = £ (/) Deși valoarea x = t( ) = t( ) corespunde la două valori ale lui t, funcția w este definită în mod unic, deoarece ѵ ( ) - pi ( ) = (ѵ ( ) + plі) - ( plі + pi( )) - ѵ ( ) - pi ( ) Prin urmare, w este o funcție continuă și wț(t)=ѵ (f)-nu(t) Apoi (£ ( - p)n ewt v = enu(t) • ev = ev (i) = fț ( de unde rezultă că (x - p)newW = f(x) dacă punem x = £(/) Teorema Fie A un cerc | x - p\ = r și y: A -> Atunci există un număr t pentru care I φ(/ ) - φ( ) I = , astfel încât e nt e^, h(x, ) - g(x) - q și h(x, ) = g (x) - q Prin urmare g(x) - q~ga(x) - q, iar din moment ce g - A->Ca este un homeomorfism, atunci, după cum tocmai s-a demonstrat, gn(x)-q~(x-p)± , de unde g(x) - q ~(x - p)* Definiție Dacă £° este un homeomorfism și dacă ip (r este o funcție continuă și g^Sp - g(C), atunci gM-q^(x-Pr S° o funcție continuă Apoi (I) Pof ~= indft În consecință, dacă g: C -> tf - q este continuă și f(x) = S(v) - ° ~ funcţie continuă, atunci pl,f - *ndf £ unde f* - f \ C şi £ este pozitivă sau negativă cale zecimală C, în funcție de care dintre relațiile p = oo sau p = oo are loc ) Dovada Conform IX ( ), pp[ = yoT, iar în virtutea teoremelor și ', u T = A^* Mai mult, fie R un domeniu al cărui complement constă dintr-un număr finit de componente: Ф - /? = C U U Sp Fiecare multime C/ este un continuum care nu taie c ° (cf § , III, Teorema ), deci poate fi separata de toate *) Astfel, dacă și p este un zero izolat al funcției g iar dacă / este o restricție a lui g și o mulțime a acelor x în care g(x)# = , atunci multiplicitatea Pp! coincide cu "indicele" punctului p în sensul lui Alexandrov-Honff [ , p ] ("Index" sau "Vielfachheit einer O-Stelle") Prin urmare, dacă mulțimea F de zerouri a unei funcții g este finită, atunci multiplicitatea lui țijpf coincide cu numărul algebric de zerouri al lui g Capitolul restul C sunt o curbă simplă închisă (cf § , II, Teorema ) Repetând raționamentul de mai sus, obținem următoarea teoremă: Teorema Fie f; R-*^ este o funcție continuă Dacă o curbă simplă închisă /(c? separă continuumul C; de tot C , unde l^=j, și dacă D este o componentă a mulțimii &> - K care conține Cjt, atunci f' = f\K, cu condiția ca ț să fie calea pozitivă sau negativă a curbei K în funcție de faptul că componenta D este mărginită sau nemărginită Teorema permite calcularea pRf și în cazul în care f este definit pe o mulțime închisă Teorema Fie F = Fc FR , R o componentă a mulţimii aP - F, p e R, iar f: F -> SP o funcţie continuă Fie f\ o extensie continuă a lui f la FA - Z, unde Z este finit și Z П R = (p) (ft poate fi identificat, de exemplu, cu partea dreaptă a relației III ( )) Atunci pRf = p,pft Dovada Aceasta este o consecință directă a formulei ( ) din punctul IX dacă G* este înlocuit în ea cu R, F* cu F, F cu p, f cu ft și G cu SP o funcție continuă Să punem / = Int( ); Apoi ( ) u^-caGdL § Probleme cantitative Grupa STA Dovada Mai întâi să fie A un continuum elementar Conform ( ), prin urmare (cf VIII, Teoremele și ), ( ) И/f + Ир f + • • • + IDf = io :Jn Fie fj ■= f I Fr (£)/) Apoi (vezi Teorema , punctul VIII) ( ) Sus/ = Tsp// u = - ind^O prin teoremele și ' Egalitatea ( ) rezultă din egalitățile ( ), ( ) și ( ) Mai mult, fie A o mulțime închisă elementară care satisface condiția ( ) Fie І/{ = Int (AD Prin teorema din § , IP, mulțimea // este o componentă a mulțimii - Fr(AD, precum și a mulțimii ^ o funcție continuă, F o mulțime clopen eaF - G și A o mulțime închisă elementară astfel încât ( ) FcInt(A) și AaG[)F Apoi ( ) pPf = carl[/ |Fr(A)J Dovada Conform ( ), ?PRg(L) = şi Fr(A) sgSiL deci Fr(A) ~ G - F este închisă, iar G\JF este o vecinătate deschisă a mulţimii F) Teorema Fie A o mulţime elementară şi g: A -> (F* o funcţie continuă Să presupunem că g(x)=A= pentru χ e Pz(A) şi mulţimea )' = g'| FA) Dacă carAf = A = , atunci există un punct x astfel încât g(xo) = O') Dovada Aceasta este o consecință directă a teoremei Mai precis, dacă mulțimea de zerouri a funcției g este finită, atunci numărul lor algebric coincide cu ac/ și, în consecință, cu p(p ) Ultima afirmație este un caz special al următoarei teoreme ) Fie li = AI c: a?' și h: M -> Ε o funcție continuă Să ne prefacem că g(x)^=x pentru x^Fr(£), si pune f(x) - g(x) - x și Γ = f\ [Fr(Z-)] Astfel φ: Fr(E) -> un homeomorfism ( ) Рріг = ± pentru fiecare p e G Mai mult, dacă G este o zonă, atunci pph are o valoare constantă') Dovada Fie p un punct dat al mulțimii G Deoarece Іі(х) = g(x) - g(p), funcția Іі ia valoarea numai în punctul p Prin urmare, punând H = G - p și h* - h\H, concluzionăm că funcția h*: II-y^ este continuă și p este un punct izolat al mulțimii SP -H Fie D un disc astfel încât p e D și D c C Fie C = Fr(O) Deoarece h este un homeomorfism, mulțimea A(D) este mărginită, /r(C) este o curbă simplă închisă, iar discul A(t) (datorită invarianței conceptului de punct interior; cf § ) , IV( )) componenta mulţimii S? este h(C) Deoarece = Іі(р) £ Іі (О), atunci Pg(li I С) = ± prin Teorema I, de unde rezultă egalitatea ( ) (cf IX ( )) Acum să presupunem că G este o regiune Fie p e G, Pi e G și un disc astfel încât p , Pi e D, D c G și C = Fr(D) Punem hj(x) = g(x)~g(pj) pentru /'"= , Ca mai înainte, ■= Cd (hj I C) Deoarece g(pu) și g(pi) aparțin mulțimii g(D), care este o componentă a mulțimii , atunci prin Teorema a elementului II g(x)-g(pu)~g(x)-g(pi) pe C, adică (o |C)~(h{|C); prin urmare (cf VIII, ) |C) = Zd(Li|C) și, în consecință, ppJi - \xPihx Definiție Fie R un domeniu și g un meomorfism; g se numește homeomorfism pozitiv, *) Vezi Alexandrov și Hopf ( , p ], , dolari Probleme cantitative Grupa &A dacă c;)L = (unde h(x) - g(x) - g(p)) pentru fiecare punct p astfel încât g(p)#=oo Dacă pp/i - - , atunci homeomorfismul g se spune că este negativ Deoarece niciun punct nu separă pe R, fiecare homeomorfism g: R -> SP este fie pozitiv, fie negativ în virtutea teoremei Pentru a afla dacă homeomorfismul g este pozitiv sau negativ, este suficient să găsim valoarea ppf într-un punct p (astfel încât g(p)=^=°o) Din teorema a articolului XII și formula ( ) și XI urmează următoarele Teorema Dacă D este un disc mărginit cu centrul p, D c R și - (unde ț este calea pozitivă a limitei D), atunci homeomorfismul g este pozitiv Prin urmare, homeomorfismele pozitive sunt tocmai acele mapări care nu schimbă orientarea domeniului luat în considerare Acum să ne uităm la câteva cazuri particulare Teorema Dacă R c rf este un domeniu astfel încât mulțimea (φ - R este conexă, iar dacă g: R ■-> (Γ este un homeomorfism, atunci g este un homeomorfism pozitiv dacă și numai dacă pentru fiecare p e R ( ) g(x)-g(p)-x-p pe R - p Dovada Să punem Ig(x) = g(x) - g(p) Conform teoremei a articolului VII (dacă punem p = oo), h(x)~(x - p} , iar din moment ce p, λ = /?, atunci k = ± , în conformitate cu dacă este considerat homeomorfism Argumente similare arată că următoarele sunt valabile Teorema Homeomorfismul g: Φ? unde g(p )~oo În special, dacă p{} = cw, atunci relația ( ) este valabilă Acest lucru implică faptul că fiecare mapare omografică este un homeomorfism pozitiv Într-adevăr, ax - b ap - b, x - p d cx - d cf - d x - ro A c iar unde X este o constantă (se presupune că ad - bc=^ ) Capitolul Cometariu Ca exemplu de homeomorfism negativ al sferei ^, luăm în considerare funcția #(x + φ) = a - φ, adică g(x)==| x | : x Este ușor de arătat că ind^ = - pentru £(/) = e n", din care rezultă concluzia cerută în virtutea teoremei Următoarele decurg direct din teorema Teorema Fie date două domenii Rx C R și un homeomorfism g: R Dacă g\ R\ este un homeomorfism pozitiv, atunci g este un homeomorfism pozitiv Teorema O mapare inversă unui homeomorfism pozitiv este un homeomorfism pozitiv Cu alte cuvinte, fie R un domeniu și fie g: R > Q un homeomorfism pozitiv pe Q; atunci maparea inversă h = g~x este un homeomorfism pozitiv Dovada Fie D un disc mărginit centrat la p = , D C R și oo - g(D) Fie q = g(p), П = g(D), f(x) = g(x) - g(p) Prin presupunere, Hpf = Aceeași egalitate este valabilă dacă domeniul lui x este limitat la mulțimea D (cf Teorema ) Apoi prin teorema g(x)~ g(p)^xp pe D - p; aceasta înseamnă că g(x) ~ g(p) = (x ~ p) • eu(x) Înlocuiți h(y) cu x\ apoi y - q ~ h(y) - h(q) pe H - q, deci prin teorema pentru h"(y) = h(y) - /?(/) avem yqh*= Teorema Fie G c: dP o mulțime deschisă sau închisă, F o mulțime deschis-închis în &> - Q și f: G o funcție continuă Multiplicitatea este invariantă sub homeomorfisme pozitive g ale mulțimii - = (x-pi)k' • '(x-pn)kn, conform ( ) Fie qh, , un sistem de puncte qlt aparținând lui F Prin definiția multiplicității ( ) uFf = /r/, + + k!in Mai mult, deoarece condițiile qj £ F și Pi £ g~l(F) sunt echivalente, atunci pentru r(x) = • (x - Pi)k' • • (x - pn), ( ) Pgi(f)''=/g/g + • • • + Pe de altă parte, în virtutea ( ), prin Teorema , Secțiunea VIII și Teorema , Secțiunea IX, avem pg-i(F)fc = l\,-i(F)r, iar egalitatea ( ) rezultă din ( ) și ( ) Astfel, a fost luat în considerare cazul în care f este o funcție rațională Luați în considerare acum cazul general Dacă mulţimea G este închisă, atunci prin Teorema a articolului III există o funcţie raţională r astfel încât f~r, de unde fg~rg Prin urmare (comparați cu teorema , articolul VIII), lW = IW și ng- i(F)fg^iig- i(P)rg, şi de aceea acest caz se reduce la precedentul În cele din urmă, dacă G este deschis, atunci există o mulțime închisă F* care separă mulțimile F și - G ~ F Prin urmare, complementul său este format din două mulțimi deschise neintersectate, dintre care una, să spunem G*, conține F și celălalt conţine G - F În consecinţă, mulţimea g~ (G') conţine mulţimea g~l(F) şi este clopen în Prf = HG' (f IP") și S == [fg I G (O- După cum tocmai am arătat, părțile din dreapta acestor egalități coincid; din aceasta rezultă formula ( ) Teorema Indicele este un invariant al homeomorfismelor pozitive g: tf -> (V o g s E ) I Ann P cole Norm Cina ( ), ( ) (Aceștia) Borsuk (în orsuk K ) Sur Ies se retrage, Fund Math ( ), - Quelques tlieoremes sur Ies ensembles unicoherents, Fund Math ( ), - Monatsh Matematică Phys ( ), Ober Schniite der ii-diinensionalen Etiklidischen Riiume, Math, Ann ( ), Einige Siifze liber stetige Strcckenbilder, Fund Matematică ( ), - Ober cine Klasse von lokal zusammenhangenden Riiumen, Fund matematică, ( ), - Drei Siitze iiber die l-dimensionale euklidische Spliiire, Fund matematică, ( ), - Uber die Abbildungen der metrischen kompakten Riiume atif die Kreis-line, Fund Math ( ), - Uber eine Bedingung die dem lokalen Zusammenliange riqulvalent ist, Mathematica, ( ), Zur kombinatorischen Elgenschaften der Retrakte, Fund Math ( ), - II Sur la descomposition des courbes rfegulldres en dendrltes, Fund Math ( ), - , Fond Matematică ( ), Quelques retractes slnguliers, Fund Math ( ), - Sur le plongemeut des espaces dans Ies râtractes absoluts, Fund Math ( ), - Continuă Sur Ies grottpes des elassses des transformatlons, CR Paris, ( ), Sur Ies transforms continues n'augmentant pas la dimension, Fund Math ( ), - Sur Ies prolongements des transformations continues, Fund Math ( ), - Un thfeoreme sur Ies prolongements des transformations, Fund Math ( ), - Bibliografie Ann soc Paul Matematică ( ), Sur l'addition homologique des types de transformations coitinues eu surfaees spheriques, Ann Matematică ( ), Știr un cspacc compact localement contractile qui n'est pas nu refracte absolut de voisinage, Fund Math ( ), - Pe o refractă absolută ireductibilă -dimcnsională, Fund Math ( ), - G Abordare sct-leoretică a deconectării spaţiilor euclidice, Fond Math ( ), - Despre inibcddiug-ul multimilor si-dimensionale in retracte absolute ( - n)-dimensionale, Acta Scient Matematică Szeged ( ), - IG Despre o anumită metrizare a hiperspațiului mulțimilor compacte, Fund Math ( ), G - Despre conceptul de dependență pentru cartografii continue, Fond Matematică, ( G), Conccrniug clasificarea topologica! spatii din punct de vedere al coriei de retractare, Fond Math ( ), - Un set AR cu un număr infinit de vecini R, Bull Acad Paul Sc , Ser matematica , nr ( ), - Pe o familie de seturi AR n-dimensionale, Fund Math ( ), - Teoria retractelor, Varșovia, Borsuk și K o s și o s k și n (Borsuk K-, K o sihs k i A ) Oii legături între proprietățile de omologie ale unei mulțimi și ale fronticrului acesteia, Bull Acad Polon Sci ( ), - Borsuk și Mazurkiewicz (Borsuk K , M azurkiewicz S ) Sur l'hyperespace d'un conținu, C R Soc Sc Varșovia, ( ), Sur Ies retractes absohis indecomposables, CR Paris, ( ), Borsuk and Ulam (Borsuk K , U am S ) Uber gewisse liivarianlen der e-Abbildungen, Math Ann ( ), - Ambele (În alte II G ) Bine Einbettung rn-dimensionaler Mengen in einen (ni+ ) -dimensionalei) absolutei! Fondul Retrakt Math , nr ( ), - B pa n d t (B randt H ) Ober cine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffes, Math Ann ( ), - Maro (în rândul R ) Zece topologii pentru XxK, Quart J Math , Ser , , Nr ( ), - Spații punctuale și topologii de produs, Quart J Math , Ser , , Nr ( ), - Brouwer (În ruwer LEJ) Matematică An ( ), Beweis des Jordanschen Kurvensatzes, Math An ( ), Proc Akad Umed Amsterdam, ( ), Proc Akad Umed Amsterdam, ( ), B p la sh l și și cu k și y H K I Stetige Abbildungen und Bettische Gruppen der Diniensionszahlen und , Math Ann ( ), - Bourbaki (Bourbaki N ) Topologie generală, structuri de bază, Moscova, Burgi și (Bourgin DG) Despre unele teoreme de separare și de cartografiere, Comtnent Mat Helvet , , nr ( ), - Teoreme de cartografiere Soine, Rendic di Matern ( ), - Bibliografie Deformarea si cartografierea tlieorcrus, Fund Math , nr ( ), - Topologie algcbraică modernă, New York-Londra, Busaker și Ca ati (Busacker RG, Saaty TL) Finite graplis arid networks, New York, Bacon ( a con Ph ) Canada JM, ( ), Wagner K Ober eine Erweilerung eines Satzes von Kuratowski, Deutsche Math ( ), - V a f e c k i y (Wazewski T ) Sur Ies courburcs de Jordan ne renfermant auctine courbe simple fer-mee de Jordan, Ann soc Polon Math ( ), - Vainshtein I L Despre mapările închise ale spațiilor metrice, DAN SSSR, , nr ( ), - Despre o teoremă a lui P S Aleksandrov, DAN SSSR, , nr ( ), - Despre cartografiile de mărire a dimensiunii, DAN SSSR, , nr ( ), - În a ii și sh t e y și I și K a zh d a n I Hărți continue care măresc dimensiunea, Iso Academia de Științe a URSS, ser Mat , , nr ( ), - Watson (W a ts o p R D ) Despre limitele secvențelor de mulțimi, Quart J ( ), - Vede pi bufniță H B Gdneralisation de qtielques tlieoremes sur la dimension, Compas Matematică , nr ( ), - V o fi d y slavski ii (W ojd y slawski M ) Relractes absoluts et hyperespaces des continue, Fund Math ( ), - Câteva aplicații ale unui criteriu pentru un continuum plat Mat Sb , , nr ( ), - Wong (Wo ng RY T ) A wild Cantor set in the Hilbert cube, Pacific J Math , ( ), Vietoris (Viet or is L ) Stetige Mengen, Monat Matematică Pht/s ( ), - Monat Matematică Phys ( ), - Proc Akad Amsterdam ( ) Ober den hohcren Zusammenhang kompakter Raume tind eine Klasse von ziisammenhangstreuen Abbildungen, Math Ann ( ), - Ober die Homologiegippen der Vereinigung zweier Komplexe, Mon Matematică Phys ( ), - Gaal (G aa SA) Point set topology, Academic Press, G și în e și (G awe hn J ) Matematică An ( ) Hamilton O teoremă de punct fix pentru psendo-arcuri și anumite alte continue metrice, Proc amer Matematică Soc ( ), - Gan I (Ganca T ) Pe p,-inaps on manifolds, Fund Math , nr ( ), - , G e ii not ( eine) Elemente der Funktionenlehre, Math , ( ), Gema și (Gehman M ) Ann Matematică ( ) Bibliografie Referitor la continuarea ireductibilă, Proc Nat Ac Sc , , nr ( ?), - Ge ii a (G ș ba K) Sur Ies groupes de eohomotopie dans Ies espaces de Banaclt, CR Paris, ( ), Hildebrandt (H i debran , Nr ( ), - Keldysh L V Maparea continuă a unui segment pe un cub n-dimensional, Mat Sâmbătă, , nr ( ), - Mapări zero-dimensionale pentru creșterea dimensiunii, Mat Sb , ( ), - Un exemplu de continuum unidimensional mapat în mod zero-dimensional și deschis pe un pătrat, DAN SSSR, pp , nr ( ), - Mapări zero-dimensionale deschise, Izv Academia de Științe a URSS, ser Mat , , nr ( ), - Kelly (K e și JL) Topologie generală, [Traducere: Topologie generală, Moscova, ] Hiperspaţiile unui continuum, Trans amer Matematică Soc , , nr ( ), - Koepke (Spre râu) Matematică Ann , Matematică Ann , Matematică Ann , Kerekjarto (K erekj ;irto B v ) Uber stetige Kurven, Abh Matematică Seminar Univ Hamburg ( ), - Topologie Curtis (Curtis ML) Continuă fără deformare, Ann Math-, ser, , , nr ( ), - Kincaid (Kincaid WM) Pe seturi netăiate de continue conectate local, Bull amer Matematică Soc , nr ( ), - Kirkor (Kirkor A ) Seturile de -diineiisioiale sălbatice și grupul fundamental, Fond Math , nr ( ), - Kline (K ine JR) Referitor la complementul unei infinitate numărabile de seturi de puncte la un anumit tip, Bull amer Matematică Soc ( ), - Seturi conectate închise care rămân conectate la eliminarea anumitor subseturi conectate, Fond Math ( ), - Referitor la suma a două continue eacli ireductibile între perechea de puncte, Fund Math ( ), - Kline și Moore (linia K JR, Moore RL) Ann Matematică ( ), K l e y t despre p (C I a y tor S ) Topologica! initnersion of Pcanian continue in a snrface snrface, Ann Matematică, Ser , , nr ( ), - K l și (K I ee V ) Proc amer Matematică Soc ( ), To l și și Rudin (K e cu VL, R ud і p M E ) O notă despre anumite spaees de finisare, Arh Math , nr ( ), - Knaster (Knaster B ) Fondul Math ( ), Un conținu dont tont sous-continu est indccomposable, Fund Math ( ), - fond Matematică ( ) B i b l i o gr a f i i Sur tui probleme de M R Wilder, Finul Malh ( ) - Quelques cotipurcs siti^ulieres dn plan, Finul Malh ( ), - Sur Ies usembles connexes ireductibles entre deux points, Fund Math ( ), - Un conținu ireductible â descompunerea continue cn tranclies, Fund Math ( ), - Sur Ies eoupures biconncxes des espaces euclidietis de dimension zt>l arbitrairc, Mat sat ( ), - Coloq Matematică ( ), Knaster și K u p a t o v c k i ii (K n a st e g B " Kuratowski K ) Fondul Math , ( ) Sur Ies usembles connexes, Fund Math ( ), - Sur Ies continus non-bornes, Fond Math ( ), - Sur quelques proprietes topologiques des fonetions derivees, Rend Palama ( ), - Reinstruire asupra unei teoreme a lui R Moore, Proc Nat Acad sci SUA, , nr ( ), G - Â conectat și conectat într-un set de puncte kleinon care nu conține subsol perfect, Bull amer Matematică Soc , , nr I ( ), - Knaster ii J'pfianiiK (A nast cu r B , U rb an I k K-) Sur Ies espaces complets separables de dimension , Fund Matematică ( ), - C o d a ii p a (K odaira K ) Die Kiiralowskisehe Abbildii/ig und der Ilopfsehc Erweiterungssatz, Compas Math ( ), - Coduri (Ko da ni a Y ) Notă despre un extensor de vecinătate absolut pentru spații metrice, J Math soc Jupan, , nr ( ), - He IC" metric spaces, Proc Japan Akad , ( ), - To opco it and Michael (Corson II II , M ic li ae E ) I Melrizabilly of countable unions, Illinois J Math , , nr ( ), - K oc it ii cu k ii ii (K osi ii ski L ) Pe hărți care îndeplinesc anumite condiții la graniță, Bull Acad Polon Sci ( ), - K ox (K och R , ) I Arce în spații parțial ordonate, Pacific Math , , nr ( ), - Cohen (Cohen HJ) I Câteva rezultate privind continuitatea planului omogen, Dukc Math J , nr ( ), - Krasnoselsky MA Ort pe principiul punctului fix pentru operatori complet continui în spații funcționale, DAN SSSR și p , nr I ( ), - Calculul rotației unui câmp vectorial pe o sferă n-dimensională, DLI SSSR, , NL> ( ), - K r o i p h și McOley (Cronin J , Mc L ti I e la LF) Proc Nat Acad Sci ( ), K u z t> m p și o în V I Despre conjectura lui P S Aleksandrov în teoria grupărilor topologice, DAN SSSR, , nr ( ), - Cook (Spock II ) He is subscts of indecomposnble continua, Coloq Math , , nr ( ), - * Bibliografie Kuratovsky (K i g a t o ws k i K ) Topologie, II, Varșovia, Solution d'un problem concernant Ies images conlinues d'ensembles de points, Fund Math ( ), - Queclques proprietes topologiqnes de la denii-droite, Fund Math ( ), - Theorie des conlinus irreductiblcs entre deux points fond Math ( ), - Contribution ă l'etude de continuiis de Jordan, Fund Math ( ), - Sur Ies cotirpures irrediictible du plan, Fund Math ( ), - Fond Matematică ( ), Sur Ies continuiis de Jordan et le theoreme de M Brouwer, Fund Math ( ), - Sur la piiissance de Tenseinble des "noinbres de diniension" au sens de M ITechet, Fund Math ( ), - Theorie des conlinus irreductiblcs entre deux points, II, Fund Math ( ), - Ann soc Paul Math ( ), Ober geschlossene Kurven nnd unzerlcgbare Continua, Math Ann ( ), - Sur Ies decompositions semi-conlintics d'espaces metrics compacts, Fund Math ( ), - Sur la structure des fronlieres communes ă deux rcgions, Fund Matematică ( ), - Sur la separa ion d'ensembles sitnes sur le plan, Fund Math ( ), - Un svsteme d'axiomes ponr la Topologie de la surface de la spliere, Ații del Congr inf dei Matemat Bologna, , VI, p Une caracterisation topologique de la surface de la sphdre, Fund Math ( ), - Sur une conditiou qui caracterise Ies continuiis indecomposables, Fund Math ( ), - Queclques applications d'elements cycliqncs de M Whvburn, Fund Matematică ( ), - Sur quelques theorems fondanicntaux de l'Analysis situs, Fund Math ( ), - Tliâorenie sur irois continuiis, Monatsh Matematică Phys ( ) - Sur une propriete des conlinus Peanniens plans, Fund Matematică ( ), - Sur le régoité des courbes gauches en Topologie, Fund Math ( ), - Sur Ies espaces complete, Fund Math ( ), - Bvaluatiou de la classe borelicnne ou projectivc d'un cnscmble de points a l'aide des symboles logiqucs, Fund Math ( ), - Les fonctions semiconlinucs dans l'cspace des enscnibles fermes, Fund Math ( ), - Sur l'application des espaces fouctionnels ă la Theorie de la dimension, Fund Math ( ), - Sur un probleme topologique coiicernant les systcmes "strictcment transilifs", Fund Math ( ), - Une application des images de fonctions ă la construction de certains ensemblcs singulicrs, Mallientatica, ( ), Sur les transforniations des sphercs eu des surface s spheriques, Fund Math ( ), - Bibliografie Sur Ies espaces localement connexes ct peaniens eu dimension n fond Math ( ), - Sur Ies tlicorenics du "plongement" dans la theorie de la dimension, Fund Math ( ), - Ana soc Polon Matematică ( ), Quelques theorenies sur le plongement topologique des espaces, Fund Math ( ), - Sur ies familles monotones d'cnsembles ferines et leurs applications, i la theorie des espaces connexes, Fund Math ( ), - Reuiarques sur Ies transforms continues des espaces nietriqiies fond Math ( ), - Sur la compactification des espaces ă counexite "-dimcnsionnelle, Fund Math ( ), - Sur Ies espaces des transformations continues en ccrtains groupes abe-liens, Fund Math ( ), - Ann, Soc Polon Matematică ( ), Theoreuies sur l'homotopie des fonctions continues de variable complexe et leurs rapports a la theorie des fonctions analytiques, Fund Math ( ), - Fond Math ( ), - Quelques gencralisations des thcoremes sur Ies collpurcs du plan, Fund Math ( ), - Remarquc, Fond Math ( ), - l'onctions rationnelles qui sont honiotopcs ă des fonctions biunivoqucs sur eertains sous-ensembles dn plan, Fund Matematică ( ), Sur une methode de metrisation complete de ccrtains espaces d'eiiseui bles compacte, Fund Math ( ), - G Quelques proprietes dc l'espace des ensemles LC", Bull Acad Polon Sci , , nr ( ), - Sur quelques invariantes topologiques dans l'espace euclidien, J Math Purcs Appl , Ser , ( ), - Sur l'extension de la notion de fonction rationclle a l'espace ettcli dien /r-dimeitsionnel, Bull Acad Paul Sc , Ser Matematică , nr ( ) - Un criteriu de coupure de l'espace euclidien par un sousensemble arbi trăire Matematică , , nr ( ), - Introducere ă la theorie des ensembles et â la topologie, Geneve, Kuratovsky și Mazurkevich Sur Ies points d'ordrc C dans Ies continus, Fund Math , ( ), - KyparoBcKiift și Marche Ii (Kura towski K " Marczew ski-Szpilrajn E ) Sur Ies criblcs fcrmăs et leurs applications, Fund Math ( ), - Kuratovsky și Otto (Kura towski K-, O tto E ) Sur Ies espaces â counexite n-dimensionnellc, Fund Math , ( ), - Kuratovsky și P y l - II ap d e în cu k și y (Knratowski K , R y -N ardzewski C ) O teoremă generală asupra selectoarelor, Bull Acad Polon Sc , Ser Math , , nr ( ), - Q Kuratovsky și S erpi un anume (Knratowski K , Sierpiu-s k W ) Le theoreme de Borel-Lcbesguo dans la theorie des ensembles abstrails, Fund Math , ( ), - Bibliografii Les fonctions de classe I et Ies ensembles connexes ponctiformes, Fund Math ( ), - Kuratovsky și Strashsviich (Knratowski K, S trasz ew icz S ) Generalization d'un theoreme de Janiszewskl, Fund Math ( ), - Kuratowski ti Whyburn (Knratowski K-, Whyburn GT) Fondul Math ( ), - Sur les eK'iiicnts eycliques et leurs applications, Fund Math ( ), - Kuratowski și Ulam (Knratowski K , U a ni S ) Sur un coefficient iie aux transformations continiies d'ensembles, Fund Math ( ), - Kuratowski și Eilenberg (Knratowski K , Eilenberg S ) Tlieoremes d'addition concernant le group des transforniations eu cir-conference, Fund Matematică ( ), - O observație despre dualitate, Fond Matematică , nr ( ), - Kuratovsky și Eigelkipg (Knratowski K , F nge rege R ) Quelques theoremes de l'Algebre de Boole et leurs applications topolo-giques, Fund Matematică , nr ( ), - La exteuding homeomorpliisnis in continua contractibilă relativ la cerc, Rendic di Mat , , nr - ( ), - Kuratovsky și eu și ea vs k y (Knratowski K , J a p is g e ws k S ) Sur les continus indecomposables, Fund Math , ( ), (ediția nouă ), - Lebesgue (Lebesgue II ) Lețons sur l'integration, Paris, Sur les correspondauces entre les points de deux espaces, Fund Math ( ), - Sur le theoreme de Schonflies, Fund Math ( ), - L e y a (Loja F ) Fondul Matematică ( ), Lelek (L e ek A ) Observații despre teorema de reducere Brouwer, Prace Mat , ( ), - Pe continuu slab înlănțuit, Fond Math , , nr ( ), - Cn Knasterul total deconectat sels, Bull Potish Acad Sc , Ser Math , , nr ( ), - Stucco (Lennes NJ) Amer J Math , ( ), Lefschetz (Lefschetz S ) Pe seturile conectate local și înrudite, Ann Matematică, Ser , , , nr ( ), - Subiecte în topologie, Princeton, Topologie algebrică, Amer Matematică soc coli Publ , [Traducere: Topologie algebrică, M , ] Introducere în topologie, Princeton, Grafice plane și subiecte conexe, Proc Nat Acad Sci , , Nr ( ), - Lehner GR Extinderea homomorfismelor pe pseudo-arc Trans amer Matematică Soc , nr ( ), - Livesep (L ives și GR) Pe o teoremă o[ F, J, Dyson, Ann Matematică, Ser , , nr ( ), - Bibliografie Pe hărțile celor trei sfere în plan, Michigan Math ], , nr ( ), - Lee ideas Strauss (Lindenstrauss J ) O teoremă de selecție, Israel J Math , Sec F, , nr ( ), - L oc u c şi e c to n fi OB Despre topologia continuumurilor, DAN SSSR, , No ( ), - L ub a n s k y (L ub a p ski M ) Un exemplu de retractare de vecinătate absolută, care este granița comună a trei regiuni din spațiul euclidian tridimensional, Fond Math ( ), - Lübeck (Lubben RG) Trans amer Matematică Soc ( ), Lusterik L și Shnprelmai L Metode topologice în probleme variaționale și aplicarea lor la geometria diferențială a suprafețelor, Uspekhi Matem Nauk, n p , , nr ( ), - Mazur (Mazur S ) I Pe imagini continue ale produselor cartcsian, Fund Math ( ), - Ma la p la e in și h (M azurkiewicz S ) C R Paris, ( ), Taur Acad Polon , ( ), CR Soc sci Varsovie, ( ) CR Soc sci Varsovie ( ) Un theoreme sur les conlinus indecomposables, Fund Math ( ), - Sur un ensemble G ponctiforme qui n'est homeomorphe ă aucun en-semble lineairc, Fund Math ( ), - Sur les lignes de Jordan, Fund Math ( ), - (ed noua, , p ) Un theorcme sur les lignes de Jordan, Fund Math ( ), - Fond Math ( ), Sur les conlinus homogenes, Fund Math ( ), - II Sur les continus plans nou bornes, Fund Math ( ), - Fond Math ( ), Sur les continuiis indecomposables, Fund Math ( ), - Sur les problemes x el X de Urysohn, Fund Math ( ), - Sur les ensembles de dimension faible, Fund Math ( ), - Sur les points accessibles des continus indecomposables, Fund Math ( ), - Un theoreme sur l'accessibilité des continus indecomposables, Fund Math ( ), - Sur les points d'ordre c dans les continus, Fund Math ( ), - Sur les continus absolument indecomposables, Fund, Math , ( ), - CR du Congress des math des Pays Slavcs, Varșovia, , p Sur le type de dimension de l'iiyprespace d'un conținu, CR Soc sci Varsovie ( ), Sur une classe de dendrites, Fund Math ( ), - Sur l'hyperespace d'un conținu, Fund Math ( ), - , Uber nichtplatbare Rurven, Fund Math ( ), - Sur l'espace des continus peaniens, Fund Math ( ), - Bibliografie Ober die stetigen Abbildungen der Strecke, Fund Math ( ), - Sur l'existeiice des continus indecomposables, Fund Math ( ), - Fond Math ( ), - Sur Ies transformations continue des courbes, Fund Math ( ), ' - Mazurkiewicz și C ep ti ii p s k i ii (Mazurkiewicz S , S ierp n-ski W ) Contribuție a la lopologie des ensembles denontbrables, Fund Math ( ), - Mazurkiewicz și I p i sh e v s k și i (Mazurkiewicz S , J a nisz e ws ki S ) C R Paris, ( ) M a îi ep (M '>k>^k|ites, Fund Math ( ), - Mioduszewski J A funcțional concept of snake-like continua, Fund Math , nr ( ), - M e ft cu t ep cu iOlekh (Meisters G II , Olech C ) Duke Math J ( ), - Menger (Menger K) Diinensionstheorie, Leipzig-Berlin, Kurventheorie, Teubner, Berlin-Lcipzig, Grundziige einer Tlieorie der Kurven, Math Anii ( ) Ober unfasscndste "-dimensionale Mengen, Proc Akad Amsterdam, ( ), Das Ilauptproblem uber die dimensionlle Struklnr der Rattme, Proc Akad Amsterdam, Ser A, ( ), nr , - Zur allgemcinen Kurventheorie, Fund Math ( ), - Uber regulat Baumkurven, Math Ann ( ), - Uber die Dimension von Punktmengen III, Zur Begmtidting reine axlo-matischen Theorie der Dimension, Monatsh Matematică Phi/s , , nr ( ), - Zur Dimcnsions- und Kurventheorie, Monatsh Matematică Phi/s ( ), - Miller (M i e g EW) Referitor la seturile biconectate, Fond Math ( ), - Milnor (M i nici J ) Majoritatea nodurilor sunt sălbatice, Fund Math , nr ( ), - Mișcenko A I Despre spații cu bază numărabilă în puncte, DAN SSSR, , nr ( ), - M o i s (M o este e E E ) Un continuum plan indecomposabil care este hoineoiiiornhic pentru fiecare subcontinua sa nondegeneraie, Trans amer Matematică Soc , nr ( ), - O teoremă asupra transformărilor interioare monotone, Rall amer Matematică Soc , Nr ( ), - O notă despre pseudo-arc, Trans amer Matematică Soc , , nr ( ), - Observații asupra teoremei Claytor imbcdding, Duke Math , nr ( ), - Molsky (Molski R ) Pe o refractă absolută ireductibilă, Fund Math , , nr ( ), - , Pe o familie de seturi AR, Fund Math , , nr ( ), - Morita K O generalizare a unei teoreme a lui Knratowski privind spațiile funcționale, Science Reports, Tokyo, ( ), Grupuri de cohomotopie pentru spații normale, Set Rapoarte Tokyo Bun-rika Daigaku SA, ( ), - M p y in k a (M g wka S ) Pe spatiile functionale, fond Math , nr ( ), - Bibliografie Moore (M o r e RL) Pe bazele analizei plane situs, Trans amer Matematică Soc , nr ( ), - Proc Nat Acad Sc , ( ) Referitor la curbele simple continue, Trans amer Matematică Soc , nr ( ), - Referitor la punctele de tăiere ale curbelor continue și ale altor seturi de puncte închise și conectate, Proc Nat Acad sci SUA, , nr ( ), - O extensie a teoremei că nicio mulțime de puncte numărabile nu este perfectă Proc Nat Acad Sci , nr ( ), - Referitor la suma unui număr numărabil de continue care se exclud reciproc în plan, Fond Math ( ), - În ceea ce privește părțile prime ale unui continuum, Math Z ( ), - Referitor la separarea mulţimilor de puncte prin curbe, Proc Nat Acad Sci ( ), - Referitor la colecțiile basculante semi-confinuotts de continua, Trans amer Matematică Soc ( ), Un set de puncte conectate și regulate care nu conține arc, Bull amer Matematică Soc , nr ( ), - Referitor la colecțiile tipper scmi-coutinuous, Monatsh Matematică Phys ( ), - H a g amu (N agami K) Mapări și dimensiuni închise finite-la-unu, Proc Japan Acad ( ), - ; ( ), - Mapări închise finite-la-unu și dimensiunea fV, Proc Japan Acad , , nr ( ), - II a g ata (N agata ) Teoria dimensiunii moderne, Norlh-Holland, Null și (Pia N a i) Rand di Palermo, ( ), Hebel și n g (N fiind G ) Uber eine n-dimensionale Universalmcnge im R n ,Math An ( ), - Uber regulat-eindimensionale Ratne, Math Ann , , nr ( ), - Nemițki V V și Tihonov A II Beweis des Satzes, dass cin metrischer Raum dann tind nur dann kom-pakt ist wenn er in jeder Metrik vollstaiidig ist fond Matematică ( ), - Nicodim (Nikod y m O ) ICR Soc sci de Varsovie ( ), Dacă Nikolanshvi V Despre teorema de dualitate a lui Kuratowski, Iza AP Gpt/z SSR, , nr ( ), - Novak (N o ѵ th k J ) Pe produsul cartcsian a doua spatii compacte, Fund Math ( ), - Newman (Newman MHA) Topologie plană Ope (Ore O ) Teoria graficelor, Coli Publ , Otto F Uber Punkte der Ordnttng c, Monatsh Matematică Phi/s , , nr ( ), ? - , Bibliografie Parkhomenko L S Condens in spatii compacte, Izv Academia de Științe a URSS, ser Mat , , Nr ( ), - Pasynkov B L Despre spectrele poliedrice şi dimensiunile spaţiilor compacte, în special, grupele compacte, DAN SSSR, , nr I ( ), - Mapări deschise zero-dimensionale care cresc dimensiunea, Uspekhi Mat Științe, , nr ( ), - Pe serpentine bicompacta, Cehoslovac Math J , , nr ( ), - Peano (R e a p o G ) Matematică Lip , ( ), Pelch ipsky (P e I cu z y ii ski A ) L reniark el spaees -Y pentru zero-dimensional X, Bull Acad Polon Sc , Ser Math , , nr ( ), - Pelcz ii peck ii și Engel k and hi (Pelczynski L "Engelking R ) Observaţii despre spaees diadice Colloy Math , nr ( ), - Pervip (P ervin W ) Foundations of general topology, Academic Press, Peterson FP Câteva rezultate despre cohomotopy grotips, Amer J Math , , nr ( ), - Grotips de cohomotopie queneralizate, Amer J Math , , nr ( ), - Plis (P este A ) Funcții raționale univalente pe mulțimi care separă planul, Bull Acad Paul Sci ( ), P om și e ii io (Pompeju D ) Matematică An ( ), Ponomarev V Un nou spațiu de mulțimi închise și mapări continue multivalorice ale bicompacta, Mat Sb , , nr ( ), - Pontryagin L S Clasificarea mapărilor continue ale unui complex pe o sferă I, DAN SSSR II e , nr ( ), - Clasificarea mapărilor continue ale unui complex pe o sferă П, DAN SSSR, i p Nr ( ), - O clasificare a mapărilor complexului tridimensional în sfera bidimensională, Mat Sb , ( ), - Grupuri continue, Moscova, P r o i z v o l o v V On finitely multiple open mappings, DAN SSSR, , nr ( ), - Rado și R e ii h elderfer ferr (Rado T , Reichelderfer R ) Tranzitivitatea ciclică, Duke Math , nr ( ), - Despre tranzitivitatea ciclică, Fond Math ( ), - P a y x c ap g ep I D Note științifice ale Universității de Stat din Moscova, ( ) P esh despre în cu to și y (R e s cu h despre vs to la II ) Uber raționale Kurven, Fund Math ( ), - Riesz (Riesz I; ) C R Paris, ( ), Articolul IV Congres:) lut Matcmat Roma, , voi , p Matematică An ( ), Bibliografie Roberts (Roberts J II ) El este o problemă a Mciigcr privind fondul curbelor regulate Math ( ), - O teoremă asupra dimensiunii, Duke Math J , , Ke ( ), - O problemă în teoria dimensiunilor, Amer Matematică J , - , nr I ( ), - Punctele raționale din spațiul Ililbert, Duke Math J , , nr ( ), - P o z e și i a l i, (R ozentha A ) I Uber Peanoflaclien und ihren Rând, Math Z ( ), - P o ii (Roy P ) Un spațiu Urysohn conectat numărabil cu un punct de dispersie, Duke Math ( ), - P y ii ii (R udi și M ) Procesat Seminarul Madison, , p C ame l i> cu o și (S a in e fiul H ) , Rcmiirk ou o lucrare de R II Fox, Ann Matematică, Ser , , nr ( ), - Sema lei u (Semădeni Z ) Sur les e nseinbles clairsemfcs, Rozprawy Matern ( ) De la ep p și și de la până la și ii (S ierpinski W ) CR Paris ( ), Le concinu linâaire comrne un ensemble abstrait, Prace Mat Flz ( ), C R Puris, ( ), I 'arc simple comme un ensemble de points dans l'espace â m dimen-sions, /l/ip Mat Pura Apt , Ser , ( ), - Un theoreme sur les continus, Tohoku Math J , nr ( ), - vânt Mat , ( ) Sur une coitdition potir qn'un conținu soit une courbe jordanienne, Fund Math ( ) (ediție nouă ), - Sur les ensembles connexes et non connexes, Fund Math ( ), - Sur quelipies proprietes topologiques du plan, Fund Math ( ), - C și k ope k și ii (S ikorski R) Despre reprezentarea algebrelor booleene ca câmpuri de mulțimi, Fund Math ( ), - Algebre booleene, ed a II-a Springer, [Traducere: Boolean Algebras, M " S și t p și la aproximativ în K-A Pe mapările continue ale mulţimilor deschise în spaţiul euclidian, Mat Sâmbătă, și p , , nr ( ), - Un exemplu de mulțime bidimensională pe un spațiu euclidian tridimensional care admite deformații arbitrar mici într-un poliedru unidimensional și o nouă caracterizare a dimensiunii mulțimilor în spații euclidiene, DAI SSSR, , Lt ( ), - Un exemplu de mulțime bidimensională într-un spațiu euclidian tridimensional care nu decupează nicio regiune a acestui spațiu, DAN SSSR, , nr ( ), - Topologia combinatorie a multimilor neinchise P, Mat Sâmbătă, și p , , nr ( ), - C l a r e n k o E I Despre înglobarea spațiilor normale în bicompacta de aceeași greutate și aceeași dimensiune, DAN SSSR, , nr ( ), - Bibliografie Despre continuarea homeomorfismelor, LAP SSSR, , nr ( ), - Sklyarenko și Eigelkipg (S k I u a g e p k o E " E ng e I k i p g R ) Pe coinpaetificări care permit extinderea cartografiilor, Fond Math , nr ( ), - C la op și (S chori RM) L universal snake-like continuam, Proc Ainer Matematică Soc , , nr ( ), - Spapier (S panier ' ) Groiips cohomotopy Borsuk, Ann Matematică, Ser , , nr ( ), - Tijă Steen (Steenrod NE) Cliacterizarea anumitor curbe finite-sttnis, Amer J Math , , nr ( ), - Cicluri regulate de spații metrice compacte, Ann Matematică, Ser , , nr ( ), - C t și și p o d și E ft lepberg (Steenrod N" E i enberg S ) Fundamentele topologiei algebrice, Princeton, Stoun L (S t o p e L ) Relaţii de incidenţă în spaţii unicohereiit, Trad amer Math , Soc , , nr ( ), - Metrizabilitatea spațiilor de descompunere, Proc amer Matematică Soc , nr ( ), - O notă privind paracompactitatea și normalitatea spațiilor de cartografiere, Proc amer Matematică Soc , nr ( ), - Piatra M (ton S MH) Teoria de reprezentare pentru algebrele booleene, Trans amer Matematică Soc , Nr ( ), -III Aplicaţii ale întregii inele booleene la topologia generală, Trans amer Matematică Soc , nr ( ), - Caracterizarea algebrică a inelelor booleene speciale, Piuid Math ( ), - C tp a sh e v i i (SI raszewi cz S ) Ober den Begriff des einfaclicn Kurvenbogens, Math Ann - ( ), - Ober die Zerscfmeidung der Ebenc durch abgcsclilossene Mengen, Fund Math ( ), - Suzuki J I Notă asupra unei teoreme pentru dimensiune, Proc Tapau Acad , ( ), Swing L (Swingle PM) Gcneralizarea seturilor biconectate, Amer J Math , , nr ( ), - Tihonov L H Ober eineii Fnnktionenraum, Math An , ( ) Ein Fixpuktsatz, Math Ann ( ), - Thomas (Thomas ES, Jr ) I Descompuneri monotone ale continue ireductibile, Rozpr Matern , , Varșovia, Torkhorst (Tor h sau st M ) Ober den Rând der einfach zusammenhăiigeiiden ebenen Gebiete, Math Z ( ), - Taki (T tt ke y JW) Convergență și neconformitate în topologie, Princeton, Tronul (T hron WJ) Structuri topologice, Hoit Rineliart și Winston, Gіblio g r a f i i Tuma r k i i L A C R Paris, ( ), ( T u t t i i X a r a r i (T u tl e W T , a g a g y E ) I O formă duală a teoremei lui Kliratowski, Bull amer Matematică Soc , , nr ( ), W a ii ep ii (W li y bu g n GT) Analytie Topology, Coli Pnbl , Topologica! analiză, Princeton, Referitor la deconectarea continuilor prin omiterea perechilor de puncte ale acestora, Fond Matematică ( ), - În ceea ce privește seturile de puncte conectate și regulate, Bull amer Matematică Soc , nr ( ), - Curbe continue conexe ciclice, Proc Nat Acad Sci SUA, , nr ( ), - Referitor la punctele tăiate ale continuei, Trans amer Matematică soc , nr ( ), - Referitor la curbele regulate Menger, Tund Math ( ), - Taur amer Matematică Soc ), Puncte locale de separare ale continue, Monatsh Matematică Phi/s , , nr ( ), - Referitor la punctele curbelor continue definite de anumite proprietăți ini kleinen, Math Ann , , nr ( ), II O noțiune generală de accesibiliIiIy, Fond Math ( ), - Cui puncte de multimi conectate si de continua, Trans amer Matematică Soc , , nr ( ) - Despre structura seturilor de puncte im kleinen conectate și conectate, Trans amer Matematică Soc , nr ( ), - Referitor la continuarea legată local ereditar, Amer J Math , , nr ( ), - Tăieri neseparate ale seturilor de puncte conectate Trans amer Matematică Soc , , nr ( ), - Despre teorema de conectivitate ciclică, Bull amer Matematică Soc , nr ( ), - Fond Matematică ( ), Caracterizări ale anumitor curbe prin fnncțiuni continue definite Pe ele, Amer J Math , ( ), - Eleuenți ciclici de ordine superioară, Amer J Math , , nr ( ), - Transformări nealternante, Amer J Math , , nr ( ), - O teoremă de descompunere pentru mulțimi închise, Bull Matematică Soc , nr ( ), - Despre secvențe și seturi limitative fond Math ( ), - , Conexiune pe/i-arc, Trans amer Matematică Soc , nr ( ), - Alb (alb PA) Convergență regulată, Bull amer Matematică Soc , nr ( ), - Whitehead G (W hitchea (Hausdorff F ) Teoria multimilor, M - L , Grund/ iige der Mengenlehre, Leipzig (Vien), Heemsrt (van lleemcrt) Topologischc Griippen und unzerlcgbare Kontinua, Comp Math , nr ( ), - X cu ii l po ii (II ei bronn II ) Despre reprezentarea claselor homotopice prin funcții regulate, Bull Acad Paul Sc , Ser math , , nr ( ), - Henderson (Henderson GW) Pseudo-arcul ca limită inversă cu o hartă obligatorie, Dulie Math J , , nr ( ), - Dovada că fiecare continuum compact decomposabil care este echivalent topologic cu fiecare dintre snbcontinua sa nedegenerată este un arc, Ann Matematică, Ser , , nr ( ), - X n l l ( i LS) Proprietăți ale anumitor funcții agregate, Amer J Math , , nr ( ), - X ii l t o i ( i pe PJ) O introducere în teoria homotopiei, Cambridge Tracts, , X ii l r ep s (H i I ge rs AJ Bemerkting zur Dimcnsionstheorie, Fund Math ( ); - Hawkings IO și g (H o c ki și g J , Young GS) Amer J Math , ( ), Hall (Hali DW) Despre o descompunere a elementului ciclic al fructului, Trans amer Matematică Soc , nr ( ), - O notă despre skcw-ctirves primitive, Bull amer Matematică Soc ( ), Xoll et (H a c ) Referitor la definirea unui arc continuu simplu, Bull amer Matematică Soc , nr ( ), - X pe f (H opf II ) Uber die Abbildungen der drcidimensionalen Sphare auf die Kugelflă-clic, Math Ann , , nr ( ), - Ober die Abbildungen von Sphären auf Sphären niedriger Dimension, Fund Math ( ), - Fine Verallgemeinerung bckanntcr Abbildungs- tind Oberdeckungssâtze, Portug Math , ( - ), - Hu Si-jiang (H u Sze-Tsen) Homotopy Theory, Academic Press, [Traducere: Homotopy Theory, M , ] Elemente de topologie generală, Holdcn-Day, Teoria retractelor, Detroit, Cappni (Z ippin L ) Trans amer Matematică Soc ( ) Pe curbe continue și teorema Jordan citrve, Amer J Matematică ? ( ), Legea U iografia biblică Cehă (C e c h E ) Spații topologice, Cehoslovacă Acad Sc , Public Univ Masaryk ( ), Une nouvelle classe de continus, Fund Math ( ), - Theorie generale de l'homologie dans un espace que lque Fund Math ( ), - Sur les continus Pcaniens unicohcrents, Fund Math ( ), - Pe spații bicompacte, Ann Matematică, Ser , , nr ( ), - HI a și i și H Despre produsul spațiilor topologice, Trudy Mat ii-ta nm Steklova, ( ) Schauder J Der Eixpunktsatz in Funktionalraumen, Studia Math ( ), - Schöpflies (Schonflies A ) Bericlit liber die Entwickclung der Mengenlehre II, Leipzig, Jahresher D Matematică Ver ( ) Scherer W Uber ungeschlossene stetige Kurven, Math Z ( ), - Szymanski i'i (S z y mahski P ) Sur les constituante d'enseinbles situes sur des continus arbitraires, Fund Math ( ), - Sperner și cp (Sperner E ) Neuer Beweis fiir die Invarianz der Dimensionszabl und Gebietes, Abh Matematică Sem Univ Hamburg, , nr / ( ), - , Ștanko M Spațiul distanțelor relative, Uspekhi Matem Științe, , nr ( ), - Shteyngauz (S t e in li a us II ) I Coloq Muth ( ), Schubert (Se și bort ) Topologie, Teuliner, Shura-Bura MP Despre teoria spaţiilor compacte, Mat Sb , n S , , Nr ( ), - E i l e p berg (E i c nb e g g S ) Sur les transforniations continues d'espaces metriqucs compacts, Fund Math ( ), - Sur les decompositions des continus en ensembles connexes, Fund Math ( ), - Remarqtie sur un tlicoreme de M Hurewicz, Fund Matematică, ( ), - Sur les transforniations d'espaces nietres en circonference, Fund Math ( ), - Sur l'invariance par rapport aux petites transformation, CR Paris, ( ), C R Paris, ( ), Transformations continues en circonference el la topologie du plan, Fund Math ( ), - Sur le tlicoreme de dc-composition de la theorie de la dimension, Fund Math ( ), - Un theoreme de diialite, Fund Math ( ), - Sur les espaces multicoherents I, Fund Math ( ), - JJ Șur les espaces multicoherents IJ, Fund Math t ( ), |, Bibliografie Despre mapările continue ale varietăților în sphcrcs, Ano Malh Ser , , nr ( ), - O teoremă invariantă pentru submulţimile lui S", Huli Amer Malh Soc , nr ( ), - Lcctures in Topology, ed de Wilder și Ayres, Ann Arbor, E y ' şi co it (A itc li ison ) CR Soc sci Varșovia, ( ), E i g e l k i g (E nge rege R ) Sur la coiiipactification des espaces inetriques, Finul Math , nr ( ), - Pe spațiul de seturi măsurabile de numere reale, Bull Acad Polon Sc , Ser Math , nr ( ), - Despre dovezile compacte Freudenthal, Bull Acad Polon Sc , Ser Math , , nr ( ' ), - Quelqncs reniarqucs concernant Ies-ipcrations sur Ies functions seini-eon-tinues dans Ies espaces topologiqiles Taur Acad Polon Sc , Ser matematică, , nr ( G ), - Produse carteziene și spații diadice, Fond Malh , nr ( ), - Asupra funcţiilor definite pe produsele carteziene, Fond Math , , nr ( ), - : Topologie generală, Olanda de Nord, E p d e ni (E rd s P ) Câteva observații despre seturile conectate, Bull amer Matematică Soc , Nr ( ), - Y uj o b o și I m a b e (Y uj o b o Z , Y a m a b e II ) Despre funcțiile continue definite pe o sferă, Osaka Math J , , nr ( ), - și g (Y o și ii g W II ) Proc Landou Math Soc , ( ), ( / ), Rand di Palermo, ( ) IO și g c (Youngs JWT) /Elenienți Gciclici, Amer J Math , , nr ( ), - Sunt în aproximativ p aproximativ în cu k și y (Jaworowski JW) Pe seturi antipodale pe sferă și pe involuție continuă, Fund Math ( ), - Teorema asupra antipodelor pentru niapări cu valori iunIti și teorema în punct fix, Bull Acad Polon Sci , ( ' ), - Câteva remarci despre Borsuk generalized cohoniotopy gronps, Fund Malh , , nr ( ), - Grupuri de cohoniotopie generalizate ca grupuri de liniit, Fond Math , nr ( ), - I d și m a (Y a ji ni a T ) Pe o proprietate locală de cartier absolut se retrage, Osaka Math J ( ), - I și g (Y ang S T ) Despre teoremele lui Borsuk-Ulam, Kakutani-Yamade-Yujobo și Dy-soti, I, Ann Matematică Ser , , nr ( ), - I n și we in cu k și y (J a nisz e wski S ) Teză, J Ec Polyt , s ( ) Dmonstration d'une propricte des continus irreductiblcs entre deux points, Bull Acad sci Cracovie ( ), Sur Ies coupures du plan, Prace Mat -Fiz , ( ), Ocuvres choisies, Ihstyt Matern PAN, Varșovia, Yarnik (Ja r nik V ) Monish Math -Fiz ( ), * INDEX NUMELE Ayres (Ayres WL) , , , , , Akasaki T , Alexander W , , , , , , , , Alexandrov al II-lea pp , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , Albert (Albcrt G E ) , Altman (Allinan M ) , Anderson (Andcrson RD) , , , , Antonovsky M Ya Antoine (Antoine L ) , , Arens (Arens R ) , , , Aronszajn (Aronszajn N ) , , , Artii (Artin E ) , Arkhangelsky A V , , , Balaichandran (Balanchandran V K ) Str Banach Barret L K , Begle EG , , Bere G , Bendixon Behnke II Bennett (Bennctli R ) , Burgess (Burgcss C E ) , , Berge (Bcrge C ) , , Betel EL , Bing (Bing R II ) , , , , , , , , Birkholl G , Birkhoff J (Birkholl GD) , , Blakshіship (Blankinship WA) , Boltyansky V G , , Bolzano (Bolzano) Borel (Borel E ) , Borsuk (K Borsuk) , , , , , , - , , , , , , , , , , , , , , , , , - , , , , , , , , , Bothe (Bothe H G ) , Brandt (Brand! N ) , Brown R , , Brower LEJ , , , , , , , , , , , Brupili II K , , Bourbaki N , , Burpies (Bourgin DG) , Busaker RG Bacon (Bacon Pli ) , Baire , , , , , , , , Wagner K , Wada Wazewski T , Weinstein I A , , Watson PD , Vedeipsov I B , Weierstrasse K F , , Wojdyslawski M , Wong (Wong RJT) , Viethorps (Vietoris L ) , , , , , , , Gaal SA Gawen (Gawehn ) , Hamilton (H ) , Ganea T , Heine (ІІеіне E ) , , Gelfand I M Gemap (Gehman II M ) , , , Genba (Gpba K ) , Hildebrandt T I , index de nume Gleason L M Golomb (Golqb S ) , Granas (Granas A ) , , , Grauert (Grațieri N ) , de Groot (de Groot J ) , , , Hurewicz W , , , - , , , - , , , , , , , , , , Dyer E , Dyson F , Denjoy A , , Danzig (van Dantzig D ) , Darboux , , Dowker C H , , Dektyarev I M Jackson JR , , Dirac GA , Dugundji J , , , Duda R , , Ziua JM , Efimov B , - , Yeseiin-Volytn L S , Jordan C , , , Zawadowski W , Zarankevnch (c Zarankiewicz) , , , , , , Zygmund A , Zoretti L , , Zykov A A , Ivanovski D , Yoneyama K , Isbell (Isbcll R ) , , Jones F B , , , , Fiecare I , , Kakutani (Kakutani S ) , Pietre (van Kampen E R ) , Cantor (Cantor G ) , , , , , Cartan (Cartan N ) С , Karlovich (Karlowicz M ) Cartwright D Katetov , , Keldysh L V , Kelley J , , , , , , Kellog O D , , Koepke (Kbrsk) , Kerekjarto (von Kerekjărto V ) , Curtis (Cnrtis M L ) , Kincaid (Kincaid W M ) , Kirkor (Kirkor A ) , Kline (Kline J, R ) , , , , Claytor S , , Klee V , , Knaster (Knasler V ) , , , , , , , , , , , - , , , , , , , , , Kodanra (Kodaira K ) , Kodami (Kodama Y ) , Kolmogorov A Corson N N , Kosinski A , , Koch (Kocii RJ) Cohen (Colien H J ) , Krasnoselsky M A , Cronin (Croniit J ) Kuzminov V , Bucătar (Bucătar N ) , Kuratovsky (Kuratowski K ) , , , , , , , - , , , , , , , , - , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , - , , , , , , - , , , Lavrentiev M A Lebesgue (Lebesgue N ) , , , , Leja (Leja F ) , Lelek A , , , , Penne (Lennes NJ) , , , Lefschetz (Lefschetz S ) , , , , , , Lechner (Leliner GR) , Livesay GR , II spumoasă ți k a ch - numărare-compact - uikogerengnoe - Yaishevsky - І Sp ( /) (hp ")-spațiu (s l)-spațiul LC" - pro județul Pseudo arc Topologie de convergență uniformă Despărțirea spațiului - - continuu - semi-continuu Separator de spațiu Componenta dimensională Nucleul dimensional Dimensiunea conectivitate P r e d m Space Slice Locul grupului Componenta rațională Rațional și sens al programului de teoria ordinii Puncte raționale Spațiul regulat și al teoriei sensului ordinii Puncte obișnuite Homeomorfism obișnuit Retrage - absolut , - - cartier, nyіі , - - la punctul - deformare - cartierul Deformarea retractiei Retragere starea Rpsa Proprietatea Darboux - (M) - punct fix /g-proprietatea Spațiul conectat între seturi - spatiul Compactitatea secvenţială Selector Măsură familia Curba universală Berlin , Rețeaua Sistem de index marcat Elefantul spațiului ireductibil Stratul coeziv - continuitate Stone M Teorema Familia de seturi strict monotonă Spațiul contractat - - în sine ■- - - - La punctul Retractabilitate relativ la Acoperire în esență infinită Spațiu numărabil compact Teorema de compactare într-un punct a lui Aleksandrov - - Borsuka - Ulama - Bera ■- - generalizat - înglobări ale lui Mepper și Nöbelpng Teorema lui Gurevici , , /Cordai Muntele Cap - Bspdnkson - Ka gata - - Mazurkiewicz - Moore - Mepger - - Berninsky ■-despre compactare , - - trei continuumuri - Piatra M - Han - Mazurkevich - Bernin- cerul Grupa topologică Topologia convergenței punctuale - convergență uniformă Punctul de ireductibilitate spațială Trioda Curba Universală a Berlinului , Spațiu unic Bolzano-Venerstrass stare Borel - - Lebesgue ■- Heine-Borel - Kantor - Rpssa Grupa de factori - haar măsura Teorema Khan-Mazurkiewicz-Berlin Caracteristica Kronecker Lanțul Elementul spațial ciclic Topologie exponențială Spațiu extrem de deconectat Seturi elementare Continuum elementar - , Elsmeip de ordin finit Spațiul Jannshevsky CUPRINS Prefață la al doilea volum • CAPITOLUL SPAȚII COMPACTE § Compact I Definiţii Condițiile Borel, Lebesgue, Riesz, Cantor și Bolzano - Veyeriptrass Lema lui Alexandru II Normalitatea și alte proprietăți ale spațiilor compacte III Afișări continue IV Lucrări directe V Compactificarea spaţiilor J' complet regulate VI Legătura cu spațiile metrice VII Maparea invarianților cu mici imagini inverse ale punctelor Cvasi-homeomorfism VSH Conexiune cu inele booleene IX Spații diadice X Spații compacte local § Spațiul D I Compactitatea spațiului II Cazul unui spatiu metric compact $'■ III Familii de submulțimi ale spațiului Operații pe seturi IV Seturi ireductibile Seturi saturate V Operații d(F) și p(Γ, Γ ) § Semicontinuitate Semicontinuitatea și ipoteza compactității spațiului Zh II Cazul unui spatiu metric compact ^ III Compartimentari de spatii compacte IV Partiții de spații metrice compacte V Despărțiri continue ale spațiilor compacte VI Exemple Identificarea punctelor VII Conectarea mapărilor semicontinue cu mapările din clasa VPI Exemple de cartografiere a clasei care nu sunt mapări de clasa IX Note despre selectoare § Spațiu I Topologie compact-deschisă a spațiului RUX P Continuitatea comună și problemele conexe III operatie de ingustare Spectre inverse IV Legătura între Cuprins spațiile CY', ~/'T și {SUXVG V Topologia convergenţei uniforme a spaţiului /r VI Homeomorfisme VII Cazuri ale unui spațiu local compact VIII Topologia convergenței punctuale a spațiului § , Probleme în teoria dimensiunii (continuare) I Mapări ale ordinului Ir II Reprezentarea parametrică a spațiilor compacte perfecte n-dimensionale pe o mulțime Captor tf III Teoreme de partiţionare IV "gradul dimensional V Sunt un nucleu dimensional al unui spațiu compact VI Mapări cu imagini inverse /-dimensionale ale punctelor VII Spaţiul (vr)r pentru r dim/£'+ VIII Spatiul (, r)X pentru r > diin TC IX Spațiu ( VII Grupul C(c? *), unde X este o submulțime compactă a lui ' n, VIII Teoreme de dualitate pentru Xc compact" (n > ) IX Teoreme de dualitate pentru Xc arbitrar?' X Teoreme de dualitate pentru X compact local cu 'i'r Ogla in Lenpe Capitolul IO TOPOLOGIA AVIONULUI § Probleme calitative I Spaţii Yapnievsky II Subcontinuumuri conectate local ale sferei c/'r- II- Mulţimi elementare IV Caracteristica topologică a sferei Moscova, prima bandă Riga, Tipografia nr din Leningrad, numită după Evgeniya! Sokolova GlavngrafproME a Comitetului de Presă din cadrul Consiliului de Miniștri al URSS prospect Izmailovsky, de ani, 